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SUR LES FONCTIONS QUI ADMETTENT UN THÉORÉME D'ADDITION 



PAR 

PAUL PAINLEVÉ 

k PARIS. 



I. Comme point de départ de sa doctrine des fonctions elliptiques, 
Weierstrass a pris le théoréme suivant: Toute fonction x = fp(ti) qui 
admet un théoréme d'addition se raméne algébriquement ä une fmtction uni- 
for me, méromorphe et doublement périodique de u, ou å une dégénérescence 
d'une telle fonction. Autrement dit, ^{u) est nne fonction algébrique de 

p{^ i 9%^ 9i) ^^ d® ^" ou de tt. 

En tete de sa théorie des fonctions abéliennes, Weierstrass a inscrit 
une proposition analogne: 

Tout systéme de n fonctions {indépendantes ^) å n variables qui admet 
un théoréme d'addition est une combinaison alffébrique de n fonctions abéliennes 
{ou dégénérescences) å n arguments et aux mémes périodes. 

Cette proposition, qui a éfcé souvent invoquée par les éléves de Weier- 
strass, n'a pas seulement une iraportance considéräble dans la théorie des 
fonctions abéliennes; elle intervient encore dans de nombreuses questions 
intéressant les surfaces algébriques, les équations différentielles, etc. 

Malheureuseraent, la demonstration de Tillustre géométre allemand 
n'a été ni enseignée ' ni publiée ; il n'en subsiste aucune trace dans ses 
manuscrits; elle est aujourd'hui perdue. 

' J^entends par lå que les n fonctions ne sont liées par aucune relation identique. 

* Dans le seul de ses cours (cours manuscrit) ou il soit fait allusion å cette de- 
monstration, Weierstrass precise le théoréme et annonce qu^il TétabbVa dans les le9ons 
sui vantes. Mais le manuscrit porte alors que Weierstrass, målade, a interrompu son 
cours; quand il le reprend quelques semaines plus tärd, il poursuit le développement 
de la théorie des fonctions abéliennes, sans revenir sur le théoréme en question. 

Aeta nuUhematiea. 26 bis. Imprlmé le 2 aoQt 1902. X 



2 Paul Painlevé. 

L'importance et la beauté de ce théoréme rendaient bien désirable 
qu*il f(it enfin établi. Mais, si, dans le cas dune variable indépendante, 
la demonstration en est aisée, elle présente, dés que le nombre des variables 
est egal a 2, de tres prof ondes difficultés. Celle que j'ai développée dans 
mes le9ons de Stockholm (pages 292 — 340) est rigonreuse, mais longue et 
compliquée; depuis lors, sans en changer le principe, je suis parvenu a 
Talléger tres notablement. Cest cette demonstration, sous sa forme nou- 
velle, qui fait Tobjet du present mémoire. J'espére qu'elle paraitra claire 
et élémentaire. Je ne crois pas d'ailleurs qu'elle soit susceptible de sim- 
plifications importantes. 

2. Enoncé du théoréme d' addition, Je commencerai par préciser Ténoncé 
méme du théoréme. 

D'aprés la definition de Weiekstrass, un systéme de deux fonctions 
{indépendanles) de deux variables, soit x = y{u,v)y y = <p{i^,v), admet un 
théoréme d' addition, si les valeurs de x , y pour w = «i^ + w^ , t; = 1;^ + ^1 1 
s'expriment algéhriquement a laide des valeurs (a?o > ^o) ^^ (^ij^i) ^^ (^>y) 
pour u = u^j v = Vq d'une part, et w = w^, t; = v, d'autre part. 

D*une fa^on plus explicite, les fonctions a? = ^(w, v), «/ = ^(w, v) étant 
quelconques, si on pose 

X = fp(w, + w, , v^ + v,), y = ^(w, + w, , t;^ + vj, 

x^ = f^K , v,\ y, = ^(w, , vj, 

ii est loisible de tirer u^ , t;^ , Wj , v^ des quatre derniéres équations et de 
porter dans les deux premiéres. Soit: 

X = A{x^ , 1/0 ' ^i ' yJ' y = -^K ' 2/0 ' ^1 ' ^i) 

les expressions ainsi trouvces. Le couple de fonctions ^(w , v)^ <p{u ^ v) 
admet un théoréme d'addition si A et Ii sont algébrlques en x^^y^jX^.y^. 
La definition est la méme pour n fonctions de n variables. 

3. Rappel de quelgues propriétés des fonctions abéliennes. Considérons 
un systéme de (« + O series dan arguments ?/, , . . . , w„ et aux mémes 
périodes (d'ailleurs arbitraires). Les quotients de n de ces series par la 
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(n + O* dcfinissent n fonctions a n variables, méromorphes et 2n fois pério- 
diques, et on peut toujours choisir les series 6 de manicre que ces n fonc- 
tions ii?,(Wj , ...,«„), . . . , a;„(w, , . . . , w„), soient indépendantes. Ces n fonc- 
tions (oö on a au préalable effectué sur les u une substitution linéaire 
quélcoiique) formeront, par definition, un systéme fondamental de fonctions 
abélietmes ^ ä n variables; les périodes y sont laissées quelconques; ' quand 
on les choisit telles que le nombre des systémes (distincts) de périodes soit 
moindre que 2w, les fonctions x^{u^ , • . • ? w«) > •■) ^11(^1 > • • • > ^n) förment 
un systéme de fonctions abéliennes dégénéré, 

Toute fonction méromorphe X(w, , . . . , w^) å 2W systémes de périodes 
distincts s'exprime algéhriquement å Taide des fonctions 0?^ , . . . , iP^ d'un 
systéme de fonctions abéliennes aux mémes périodes. Cest ce qui résulte 
des travaux de Wkiekstuass, de MM. Picahd, Poincahé et (dans le cas 
de deux variables) dune belle méthode synthétique de M. Appell.' 

On sait enfin que tout systéme de fonctions abéliennes (dégénéré ou 
non) admet un théoréine d'addit%on et qu*il vérifie un systéme différentiel 
de la forme: 

(i) dUi = Pi[x^ , . . . , x^dx^ + Qi{x^ , . . . , x^)dx^ + . . . + ^»(a;, , . . . , x^)dx^ 

(i = I , 2 , . . . , »), 

oö les P,- , . . . , T, sont algébriques en ic, , . . . , rr„ , et oö les seconds membres 
sont des différentielles totales exactes. Si les fonctions abéliennes förment 
un systéme fondamental ä périodes quelconques, le systéme (1) dépend al- 
gébriquement d*un nombre de constantes {inodules) egal au nombre des pé- 
riodes arbilraires. Pour des valeurs arbitraires de ces modules, les n inté- 

grales fPidx^ + Qidx.2 + • • • + ^»ö?rr„ admettent 2» systémes de périodes 

distincts; pour des valeurs exceptionnelles des modules. ce nombre s'abaisse 
et les fonctions correspondantes x^{u^ , . . . , u„), . . , , x„{u^ , , , . . u^) sont 
des fonctions abéliennes dégénérées. 



* On sait que, pour n ^ 4, ces fonctions sont plus générales que celles qui sont 
définies par Pinversion jacobienne dans la théorie des courbes algébriques. 

' Ces périodes satisfont toujours aux couditions classiques de Biemann. 

' J'ai fait connaitre récemment une demonstration tres directe et tres élémentaire 
de ce théoréme (Comptes-Rendus de TAcadémie des Sciences de Paris, 14 
avril 1902). 
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Ces remarquos faites, le théoréme de Weikustrass prend la forme 
precise qui suit: 

Si n fonctions de n variables admettent un théoréine d^addition, ce sant 
des combinaiaans algébriques des n fonctions d'un systéme fondamental de 
fonctions abéliennes {dégénéré ou non). 

Pour abréger, je développerai la demonstration du théoréme dans le 
cas de deux variables. Mais elle s'étend d'elle-méme ä un nombre quel- 
conque de variables. 

4. Cas de deux variables. Dans le cas de deux variables u,v, les 
systemes dé^énérés de fonctions abéliennes peuvent (raoyonnant une sub- 
stitution linéaire convenable effectuée sur u , v) recevoir la forme suivante, 
ainsi quil ressort de la dégénorescence des series (ä deux arguments): 

0(u — a) 



(2) 



^ = F(w), y = e' 



^(ti) 



(a c*® arbitraire) 



ic = ^(tt), V = v + 6C{u)j (e = o ou i) 



x = e 



x^u 



x = u, 






On sait d'ailleurs que les fonctions abéliennes de deux variables se 
confondent avec les fonctions hyperelliptiques de genre 2. Autrement dit, 
on peut prendre, comme couple fondamental de fonctions abéliennes x{UjV)^ 
y{UyV)y les fonctions: 



oii ^ y 7j vérifient le systéme : 



(3) 



d$ 



+ 



djj 



$d$ Tjdrj 



I v/^(f) slR{yi) 



= dUy 



= dvj 



Ä(0 = a5f" + «4f' + ... + ao. 



Le théoréme de Weierstkass, dans le cas de deux variables, se laisse 
donc énoncer ainsi: 

Si un couple de fonctions X(w , v) , T{u , v) admet un théoréme d' addi- 
tion^ X et Y sont des comUnaisons algébriques soit de deux fonctions hype^'- 



\ 



\ 
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elliptiques non dégénérées {aux mémes périod^\ soit d'un des couples x , y 
définis par le tableau (2), ou les arguments u 9 v ont subi une transformation 
linéaire convenable. 

Eappelons enfin que les fonctions hyperelliptiques définies par (3) dé- 
générent dans le cas (et seulement dans le cas) oil R{S) a des racines 
égales on est de degré inf érieur ä 5 . ^ 



Introduction d^un aysténie de différentielles totales. 

5. Je vals établir maintenant la relation étroite qui existe entré le 
théoréme de Weierstrass et le problémo de Tinversion des systemes de 
différentielles totales (algébriques). 

Soit fp (w , v) , ^ (tt , v) un couple de fonctions analy tiques ' indépen- 
dantes qui admet un théoréme d 'addition, et soit: 

(4) » — f (n + «f^ , v + t),), y = i>{u + u^,n+ vj, 

On a: 

(5) X = A{x^ ,y^,u,v)y y = B(x^ yV^.u.v), 

il et JB désignant des fonctions algébriques de x^ , 1/^. Si, entré les égalités 
(5) et les égalités: 

— —A' -^ A' ^—E' ^ — E' 

^i«~^«' aif""^^' 3u""^-' 3r~^*' 

on élimine x^ ^ y^j on forme un systéme différentiel: 



(6) 



idx, . dx , v 



dy , . av 



= -Pi(^ yyyUjV), ^ = q,{x ,y,u,v), 



* Voir les n°« 36—37. 

* Il ii'est pas nécessaire de supposer les fonctions analytigues. Si y>(n , v) , ^(m , v) 
sont des fonctions coatinues, å dérivées premiéres continues, des variables reelles (te , e;), 
et admettent (pour u , v , ti^ ^ v^ réels) un théoréme d' addition, elles sont såremeut ana- 
ly tiques, d 'apres le raisonnement méme qui suit. 
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oii p y Q y Pi , g^ sont alffébriques en a? , y, et dont Tintégrale générale est 
donnée par (5). Mais, dautre part, on serait parvenu au méme systeme 

(6) en éliminant w^ , t;^ , et par suite w , v , entré les équations (4) et les 

équations dérivées - = f^i{u + ti^ , v + t;^), etc. Les fonctions p,g ,Piy g^, 
sont clonc indépendantes de u , v. Commo enfin, du systéme (6), on peut 

,. du du dV dV ^ .du dV i m j i • -i i i 

tirer —, — ,—,—, a savoir: — =^ ^ ^— :;— , ©te., il est loisible de 

dx ^ dy ^ dx ^ dy dx dx dy dx dy ' 

dudV du du 

donner a ce systeme la forme: 

(7) du = P{x , y)dx + Q{x , ?/)%, dv = P,{x, y)dx + Q,{x, y)dy, 

oii les seconds membres sont des différentielles totales exactes {algébrigues), 
Inversement, donnons-nous a priori un tel systeme (7), et supposons 
que V integral e générale x(u yV) j y{u ^ v) de ce systeme dépende algébriguement 
des deux constantes d^intégratioriy soit a, b. Il est elair que les fonctions 
x{u,v) y y{u,v) admettent un théoréme d*addition. Substituons, en efiPet, 
å a , b les valeurs x^y y^ de x y y pour w = o, t; = o, valeurs qui dé- 
pendent algébriquement de a , J; nous avons: 

X = A{x^ , ^0 > w , v), y = B(.Co ,y^^u,v\ 

A et B étant algébriques en x^ , y^, Mais d'autre part si rr =^ fp(M , v)y 
y = (p(u y v) est une solution particuliére du systeme (7), Tintégrale géné- 
rale est donnée par x = ^{u + u^ y v '\- v^), y = <p{H + u^ , v + v^)] d'oix 
il suit (en remarquant que u , v et u^ , v^ jouent un role symétrique) que 
les fonctions ^ , <p admettent un théoréme d*addition. ^ 

D apres cela, le théoréme de Weibustkass peut étre remplacé par le 
suivant: quand Vintégrale générale x{;u ,v) , y{u,v) d'un systeme (7) dépend 
algébriquement des constantes initiales x^ y y^, ces fonctions se raménent algé- 
briquement ä un couple de fonctions hyperelliptiques {aux fnémes périodes)y 
dégénéré ou non. 



* Il est clair d^aprés cela que si «(it , v) , 2/(tA , v) admettent un théoréme d*addi- 
tion, il en va de möme pour les fonctions obtenues en effectuant sur u , v une substi- 
tution linéaire. 
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6. Substiiution au théoréme de Weierstrass cCun théoréme équivalent. 
Précisons encore cette équivalence. Puisque la fonction x{UyV) dépend 
algébriquement des constantes x^ ,y^^ elle vérifie une relation: 

oö les B sont rationnels en x^ , y^, analytiques en w , v. Je dis que les 
R sont des fonctions méromorphes de w , t? . En effet, supposons que les 
B admettent une singularité non polaire u = a, v ==- fi; ce sera une sin- 
gularité d'une quelconque des fonctions a?(w , v) définies par le systéme (7); 
la fonction 00 =^ ^{u + u^ , v + v^) admettrait donc, quels que fussent u^ , v^, 
la singularité fixe w = a, v = /9, ce qui est absurde. 

La fonction x{u , v) est donc une fonction ä un nombre fini, soit w, 
de branches {m ^ n) ; si a?j , a?, , . . . , o^^ désignent ses m branches, posons : 

/>j est une fonction méromorphe des w , v qui dépend des deux constantes 
arbitraires x^ , y^ (ou m^ , t?^) et peut recevoir les deux formes: 

Pi = ^K , yo . «* I ^) = <^(«* + Wo , t; + t;J, 

F dépcndant algébriquement de x^ ^ y^. 

La méme remarque s'applique aux autres fonctions symétriques de 
i*/j , . . . , x^ , 

ainsi qu'aux fonctions symétriques analogues ^\(^o> !/o, w,i;) des branches de 
y{u , t;). Parmi ces fonctions symétriques pj , r,, il y en a deux au moins, 
soit X{x^ , ^0 ' ^ > ^) ®^ -^(^0 j ^0 > ^ ' ^)' 4^^ ^^^^ deux fonctions distinctes * 
^ö ^0 ' ^0- ^^ entré a? , y , X , 7, on élimine x^ ^ y^, on voit que x , y 
se trouvent exprimés algébriquement ä Taide de X , Y, les variables u , t; 
figurant analytiquement. Mais on serait arrivé aux mémes expressions en 
éliminant u^ , v^ (c 'est a dire u + u^ , v + v^) entré rr , y, X, F: il suit 
de la que x et y d'éxpriment algébriquement å laide de X, F, sans que 
u , v figurent. 



* Autremeut, x et y do dépendraient que d'uDe seule constaute arbitraire. 
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Moyennant une transformation algébrique convenable effectuée sur x , y, 
U est donc loisible de supposer que les foncHons aj(w , v) , y(w , t?) sont uni- 
formes et méromorphes. 

7. Enfin, dans les équations (7), on peut, comme il est bien connu, 
expriraer rationnellement P , Q , Pi j Qi b, Taide de x ^ y et d'une irration- 
nelle unique z{x ^ y)^ définie par une relation algébrique 

(8) S{x,y,z) = o, 

cela do telle fa^on qu'inversement z s*exprime rationnellement en x ^y, P^ Q, 

Pi y Qi' Comme P ou — se déduit rationnellement de — , — , — , ~ , 

ainsi que Q y P\ , Qij la fonction z{u , v) est uniforme et méromorphe en 
méme temps que x{u y v) ^ y{u , v). De plus, soit Xq , yo ^ z^ les valeurs 
de X y y ^ z pour w = o, t; = o, valeurs liées par la condition : 

(9) S{Xoyyo, Zo) = o; 

å un systéme Xq , y^, ^ Zq , u , v correspond une détermination unique des 

fonctions x{u , v , Xo , yo y ^0) , y(w , t; , a^o , yo , ^0) , ^(w , t? , a^o , t/o , ^0)7 et 
puisque x ^ y , z sont des fonctions algébriques de Xq, y^^ ce sont des fonc- 
tions rationneJles des constantes Xq y y^ , Zq, liées par (9). 

Nous sommes amenés ainsi ä considérer les systémes (7) de la forme: 

du = P{x,y , z)dx + Q[x,y , g)dy, 

dv = P^{x , y , z)dx + Q^{x , y , z)dyy 

dont les seconds mombres sont des différentielles totales attachées a la sur- 

face algébrique S, et tels que les fonctions rr(tt, v) , y(w, v) , z{Uy v), définies 

par (10), soient des fonctions méromorphes de w , t^, rationnelles en x^^y^yZ^, 

D'ailleurs, si Imtégrale générale a;(tt , v) , y(tt , t?) , z(^yV) d'un systéme 

(10) renferme rationnellement les constantes x^^y^^z^ [liées par >S'(iro,yo>^o)=o], 
il résulte aussitot du raisonnement de la page 7 que ce sont des fonctions 
méromorphes de u y v. Le probléme qui se pose est donc le suivant: 

Etudier les fonctions inverses de deux intégräles de différentielles totales 
attachées å une surface algébrique S{x , y , -2?) = o, dans Vhypothése om ces 
fonctions dépendent rationnellement des constantes iniiiales x^^y^, z^ [liées par 
la condition S{Xq » 2/0 ' ^0) — ^]- 



(10) 
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8. Difficulté du nouveau probléme. Un premier cas qui se trouve 
dés maintenant élucidé cVaprfes les rdsultats elassiques, est eelui ou les infe- 

grales 1 = CPdx + Qdy^ J = fP^dx + Q^dy admettent au moins quatre 

couples {distincts) de périodes.^ Les fonctions inverses rr(w , v) , y(M, t;), si 
el les sont uniformes et méromorphes, sont alors quatre fois périodiques, et 
se confondent nécessairement avec un couple de fonctions hypereUiptiques 
de t* , v. 

Le seul cas qui reste ä discuter est celui ou les intégrdles 

1 =fPdx + Qdy, J == fP^dx + Q,dy 

ont moins de quatre couples de périodes distincts. 

Avant d'aller plus loin, insistons sur quelques rémarques qui feront 
mieux comprendre la difficulté du probléme. 

Si les fonctions x{u,v)jy{UyV) renferment rationnellement {x^ ,^0)^0)» 
nous savons qu'elles sont ä coup sör uniformes et méromorphes. Mais il 
faut hien se gärder de croire que la réciproque est vraie. 

Tout d'abord, alors méme que le nombre des couples de périodes n'est 
pas inférieur å 4, les fonctions x{Uy v) ^ y{u,v) peuvent étre uniformes 
sans étre méromorphes. Pour s*en convaincre, il suffit de jeter les yeux 
sur Texemple: 
/ N j ^* j dy ^[y}t + (o.x]dx 

V4«' — sfi« — 9, V4y' — r,y — r, v4«* — ^,« — g^ 

Eeprésentons par p{u) la fonction p de Weierstrass qui correspond aux 
invariants g^ , g^ ; par p^ celle qui correspond aux invariants j'^^ y^) par 
2ö>j , 2ö>, les périodes de ^, par 2(o\ , 2C0J celles de p^. Les fonctions 
x{UyV),y{u,v) définies par (11) se déduisent (en augmentant w , t; de coh- 
stantes arbitraires) du couple: 

fonctions de w , t; qui sont uniformes mais admettent une infinité de points 



^ Il est aisé de montrer directement que deux fonctions uniformes de ti , v (tn* 
dépendantes) ne peuvent admettre plus de quatre couples de périodes (distincts) sans étre 
des constantes; le théorérae s'établit comme le théoréme analogue dans le cas d'une 
senle variable, mais il résulte aussitot de ce qui suit. 
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essentiels correspondant aux pöles de C(w). Les quatre couples de period es 
sont ici: 

2ft>, , o , 2ö>, , o , 

I 
o , 2a)[ , Ittå , 2ft>J, 

et si ö>i , ft>2 , (o\ , ö)J, A sont quelconques, ces périodes ne satisfont pas å 
la condition de Eiemann. 

9. Au moins, du moment que le nombre des couples de périodes 
n'est pas inférieur ä 4, les fonctions x{UyV),y{Uy v) ne peuvent étre mé- 
romorphes sans étre hyperelliptiques, et par suite sans renferraer rationnelle- 
ment les constantes {x^ , y^ , sf^). Il n'en va plus de méme quand le nombre 
des couples de périodes est moindre que 4: tout d'abord, les fonctions 
x{UyV)jy{u,v) peuvent encore étre uniformes sans étre méromorphes; mais, 
de plus, elles peuvent étre méromorphes et renfermer sous forme transcendante 
les constantes {x^ , y^ , z^). C*est ce qui apparait aussitöt sur les deux 
exemples : 

/ \ 1 dx j dy , dx 

(12) du = — , dv = — + 



X y («— I) 

(ii) du = — , dv = — — dx\ 



s) 



.+ • 



le premier systéme est vérifié par le couple 

(14) a; = e«, y = e 
le second par le couple 

(15) x = e\ y = e'+-; 

le couple (14) présente des singularités essentielles ; le couple (15) est mé- 
romorphe mais Tintégrale générale correspondante sécrit: 

x = x,e\ y = y,c'+'-(^-^> 

et renferme x^ sous forme transcendente. Pour les systémes (12) et (13) 
la cörrespondance entré x , y et rr^ , y^ est biuniforme mais non hirationnelle: 
le nombre des couples de périodes est egal å 2. 

Ces remarques font nettement comprendre pourquoi il sera indispensable, 
par la suite, de supposer non seulement que x , y ^ z sont des fonctions 
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uniformes et méromorphes de u,v mais encore qu'elles renferment rationnelle- 
ment {x, , y, , zj. 

D'une fafon precise, le théoréme de Weierstrass sera établi si nous 
établissons cette proposition ^ : 

*Soit u = I{x j y , z)y v = J{x j y , z) deux intégrdes de difféVentiélles 
totales attachées ä la surface algéhrique S{x , y , jgr) = o et qui possédent au 
plus trois couples de périodes. Si les fonctions inverses (x>{u,v)yy{u,v), z{u,v) 
renferment rationnellement les constantes initiales {x^ , y^ , zj, ce sont des fonc- 
tions hyperdliptiques dégénérées; autrement dit, ce sont des combinaisons 
rationnelles d'un des 5 systémes: 

X= U+aC{V\ Y= Pin z= p\n 

X=t7, I'=«^ Z=o, 

X=U, Y=V, Z = o, 

oil ?7 , F désignent deux combinaisons linéaires convenables de ti , t; . > 

Ce théoréme cesse d*étre exact si les fonctions ic(ti, v) , y(w, t;) sont 
uniformes et méme méromorphes^ mais sont des fonctions transcendantes 
(uniformes mais non rationnelles) de {x^ , y© > ^o)- 

Pour démontrer ce théoréme, je commencerai par établir que les in- 
tégrales u = ly i; = J qu'il nous faut considérer présentent au moins une 
courbe polaire. 



^ Dans ses mémoraLles travanx snr les fonctions algébriques de deux variables, 
qui ont donné un tel essor aux recherches de toute nature intéressant les surfaces algé- 
briques, M. PicARD (Mémoire couronné, p. 99 — 1 16) a indiqué une demonstration de ce 
théoréme. Cest méme, å ma connaissance, la seule demonstration qui ait été teutée du 
théoréme de Weikrstrass, (ou plus exactement, d*une proposition équivalente). Mais Pana- 
lyse de Tillustre géométre Fran^ais présente des lacunes qui ne me semblent pouvoir étre 
comblées sans une discussion analogue å celle qu'on trouvera développée aux pages 
25 — 38; or c'est cette discussion qui constitue toute la difficulté de la demonstration 
que je propose. 
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Des courbes polaires des Intégrales 

I=fPdx+Qdy, J=fP,dx+Q,dy. 

I o. Rappel de quélques definitions, Soit I =jPdx -^ Qdy une inté- 
grale de différentielle totale attachée a la surface algcbrique: 

(i6) S{x ,y ,z) = o. 

Par definition, P et ^ sont rationneh en x ,y , z, et quand, dans P , Qy 
on remplaee z en a?, y, Texpression Pdx + Qdy est une différentielle oxaete. 
Les diverses déterminations de la quantité : 

i=r f P{x,y,g)dx+Q{x,y,s)dy 

qui correspondent ä un point (a; , y , ^) de S ne difiPérent que par des con- 
stantes d'addition, qui sont les périodes de Tintégrale. 

On appelle courbe polaire de Tintégrale toute courbe tracée sur S telle 
que / devienne intinie en un point arbitraire de cette courbe: une courbe 
polaire est nécessairement algébrique. Par definition, Tintégrale / admet 
une courbe polaire å Tinfini si, apres une transformation homographique 
arbitraire effectuée sur S, Tintégrale admet une courbe polaire que le retour 
aux premiéres variables rejette a Tinfini. 

D'aprés cela, si 1 posséde une courbe polaire C, il est loisible de la 
supposer ä distance finie : soit R{x ,y , z) = o une surface algébrique dont 
Tintersection avec S contient la courbe C, La transformation X = R{Xjy,z) 
fait correspondre ä S une surface Sj(X, y , ^) = o, et, si les axes Ox , Oy ^ Oz 
ont été choisis quelconques, la correspondance entré S et S^ est birationnelle. ^ 
Moyennant une transformation birationnelle effectuée sur S, on peut donc 
toujours faire en sorte que la courbe polaire considérée soit située dans le plan 
x = o (sans se réduire å une paralléle ä 0^), et toute branche de Tintégrale 

* Il suffit, en effet, que pour une valeur arbitraire (non exceptionuelle) X^ de X, 
la courbe Xj> = ff (« , y , ä) de S n*ait pas une infiuité de cordes paralléles å Ox: si 
donc on ne cboisit pas les axes Oxyz d*une fa^on exceptionnelle, å un point y ^ z dela 
courbe S^{X^ , y , ») = O, autrement dit a un point (X , i/ , z) de la surface S^ , cor- 
respond une seule valeur de z^ 
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/ qui devient infini sur cette courbe sera développable, dans le voisinage 
de la courbe polaire, sous la förme: 

(17) I=^ + |Ör+...+ ^^=^+alogX+^„(y)+^„+,(i/)X+..., 
avec 

/ , m sont deux entiers (/ > o, m >^ o), les A des fonctions alffébriques de 
y; a une constante numérique. Pour y = y^ [abstraction faite d'un nombre 
fini de valeurs exceptionnelles y^]^ les A sont holomorphes, et la serie (17) 
converge pour |X| suffisamment petit. 

La courbe polaire est dite logarithnique si a 4= o, non-logarithmigue 
si a = o; a est le résidu de Tintégrale relatif å la courbe polaire X = o; 
la période 2i;ra de / est dite période polaire. Enfin, la somme des résidus 
des diverses branches de / relatif s ä toutes les courbes polaires (ä distance 
finie ou infinie) est nulJe, 

Quand Tintégrale 1 n'admet de courbes polaires ni å distance finie, 

ni ä rinfini, Tintégrale abélienne fP{x^y^^z)dx^ attachée ä la courbe 

^(^ 5^0»^)"^» ^^^ ^^® intégrale de premiére espéce, (du moment que 
la valeur y^ n^est pas choisie d'une maniére exceptionnelle). Il suit de la 
(comme il est bien connu) que cette intégrale a au moins deux périodes 
dont le rapport est imaginaire. Une remarque analogue s'applique ä Tinté- 

grale abélienne fQ{xQyyiZ)dy. L'intégrale / a, dans ce cas, au moins 

deux périodes de rapport imaginaire. 

II. De Vexistence d'une courbe polaire pour les intégrdes I , J. Ceci 

rappelé, soit I==fPdx -f Qdy^ J=fFidx + Qidy deux intégrales de diffé- 

rentielles totales attachées å S et possédant au plus trots couples de périodes 
distincts. Je dis qu'wwe au moins des deux intégrales admet une courbe 
polaire. ^ 

Il est loisible (en combinant linéairement / et J) de faire en sorte 
qu*une au moins des périodes de / et une des périodes de J soient nulles.' 

' La demonstration supposera toutefois que les deux intégrales / , / ne sont pas 
fonctions Tune de Tautre, autrement dit que PQ^ — Q^P n'ost pas identiquement nul : 
mais le cas PQ, — Q^P = ne nous intéresse pas ici. 

' A moins toutefois que toutes les périodes d'une combinaison al+flf ne soient 
nulles; mais al+fiJ serait alors rationnelle en x ,y ,n et admettrait une courbe polaire. 
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Supposons maintenant que / n*admette pas de courbe polaire (ä distance 

finie ou infinie). D'aprés une remarque précédente, I (qui a au plus deux 

périodes) a sftrement deux périodes de rapport imaginaire, soit 20;^, 2(o^\ 

posoQS 

X = p(u , 2ö>j , 2ö>3), M = / =fPdx + Qdy; 

X est une fonction uniforme de (^ , y , ^), qui, pour y^ pris au hasard, 

est une fonction algébrique de x, (puisque fP{x^y^yZ)dx est une inté- 

grale abélienne de premiére espéce), et qui, pour x^ pris au hasard, est 
une fonction algébrique de y; X est donc une fonction rationnelle de x^y^z, 
qu'il est loisible, par une transformation birationnelle ^ e£fectuée sur S, de 
faire coincider avec x. Pour la méme raison, soit 2w[ , 2coJ les périodes 
de t/, et soit 

Y=p{v, 2ö>;, 20)',) = p^, v=fP,dx+ Q^dy\ 

Y est une fonction rationnelle * de x ^y y z, qu'il est loisible de faire coin- 
cider avec y. Une transformation birationnelle e£fectuée sur S raméne donc 
/ et t/ ä la forme: 

7= ^^ - j= ^y 



systéme ä quatre couples de périodes distincts, a savoir les périodes: 

2C0i ) ^^a j o , o pour /, 

0,0, 2(u[ , 2W2 pour J; 

resultat absurde, puisque, par hypothése / , J admettent au plus trois 
couples le périodes. 

Une au moins des intégrales I , J, dont il nötts faut étudier rinversion, 
posséde donc des courbes polaires {å distance finie ou infinie). C est Texamen 
approfondi de ces courbes polaires qui va nous conduire au but que nous 
poursuivons. Mais avant d*entrer dans cette discussion, je traiterai au 
préalable Tinversion de /, J dans deux cas particuliers tres simples. 



' Voir la note I de la page 12. 

' Cette fonction ne se réduit pas k une simple fonction de x, car antrement les 
intégrales I{x ^ y ^ z) ^ J(x , y t z) seraient fonctions Pune de Tautre. 
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Examen d^un premier cds particulier. 

12. Je traiterai en premier lieu le probléme suivant: 

Déterminer tous les cas ou les fonctions x{u,v) y y{UjV) , z{UyV) définies 
par le systéme 



(i8) 



u=fP{x,y,z)du+ Q[x,y,z)dy=l{x,y,e\ 

v==rfp^{x,y^z)dx+ Q,{x,^,z)dy^J{x,y,z\ 

S{x,y,z) = o, 



sont rationnelles en u el uni formes en v. 

Ecrivons le systéme (i8) sous la forme: 

(19) ^ = A{x,y,z\ ^JL = B{x,y,z), 

(20) ^^ = A,{x,y,z), ^^ = B,{x,y,z), 

et cherchons ä satisfaire dabord aux équations (19) en y remplafant a?,y,j8f 
par des fonctions rationnelles de u d'un certain degré q. Pour une valeur 
convenable de g, les conditions ainsi trouvées sont, par hypothése, com- 
patibles, et Tintégrale générale de (19) se met sous la forme: 

(21) x = B{u — a,b), y^R^{u — a,b)y z = R^{u — ayb), 

les fractions rationnelles B , iJj , iJ, de {u — a) dépendant algébriquement 
d'une seconde ^ arbitraire b . 

H reste å déterminer a , b (fonctions inconnues de v) de fafon que 
les deux équations (20) soient aussi vérifiées. Or des équations (21) on 
peut tirer: 

(22) u — a{v) = G{x, y\ b{v) = H{x , y) 

G , H désignant des fonctions algébriques de x^y. Si on pose: y^ =H(Xfy)y 

' On peut disposer de a , 6 de fa9on que, pour u = O^ x , y et z prennent les 
valeurs arbitraires x^ , y^ , z^, liées par la condition S(x^ , y^ , z^) = O. 
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la seconde équation (22) donne: v = <p{y^)^ d'oii dv = ^'{y^)dy^, ^'{Vi) étant 
nécessairement aJgébrique en y,. Comme la fonction y^iv), par hypothése 
n'admet qu'une nombre fini de branches, elle est (d'apres un théoréme 
classique) algébrique en v, ou en e!'\ ou en fp{x ^ g^^ g^)^ [QyO^^ffz kon- 
stantes numériques] , et inversement une des trois expressions t;, 6^*, 
P(^ i 9i y 9z) ®st algébrique en t/j, cest-ä-dire en rr , y. Si on veut encore, 

1° ou bien Tintégrale v = J{x,y , z) na pas de périodes; J est alors 
rationnelle en x ,y , z, soit J = R{x ,yjZ); 

2° ou bien J n'a qu'une période,^ soit 2ö>j, quil est loisible (en mul- 

tipliant v par — ) de supposer égale ä 2i;r, et Texpression e^ (qui est uni- 

forme en x,y , z) est algébrique en x ^y; t^ est donc rationnelle en o; , y ^ ;e?, 
soit e' ^ p{x ,y , z)\ 

3° ou bien enfin J est dénué de courbes polaires et n*a que deux ' 
périodes 2ö>j , 2cd^ (dont le rapport est imaginaire) ; la fonction f?(J, 2ö>,, 2q)^)^ 
uniforme en x^y^z, est algébrique en x,y, donc rationnelle en x,y^z, 
soit p = p{x yy, z). 



' Il ne faut pas oublier que les périodes des intégrales /, /, attachéos å la surface 
S , correspondent essentiellemeDt å des cycles fermés sur 8. Soit par exemple, 

du =t dz + sfydy, dv = -^ ^ S = y — 5?' = O. 

L'intégrale v = /, attachée k S, a comnie pénode ^in et non 2i;r, car il faut que y 
toume deux fois autour du point y = O pour que z reprenne la méme valeur. Les fonc- 

2 '^ 

tions uniformes x = u e', y = e* admettent le couple de périodes 2a) = O (pour 11), 

3 

2ö;, = 4i7t (pour v), (et non pas 2ö;, = 2i;r). 

' Le systéme de périodes 2a}^ , 20;, est bien entendu supposé primifif. La re- 
marque de la note I 8'applique encore. Par exemple, soit: 

dy 



du = dx + ^y — e^dy^ dv = — 



V2(y — e,Xy — ^Xy — O 



S = z — y/y—e^— yj4(y — e~Xy — e.Xv — e,) = O, 

(öj + c, + C3 =0); 

si 2(0^ y 2öi, son t les périodes de la fonction !;.>(y , ^, , ^j , e.^ les périodes de J sont 
2io^ et 4ö>, (et non pas 20;, , 2ft>,). 
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J*ajoute quen posant Y = p{x,yjZ), on peut, moyennant une trans- 
formation birationnélle^ ^ efEectuée sur 5, supposer que p coincide avec Y\ 
la difEérentielle dv est alors une des tro is difEérentielles suivantes: 

dv = dy, dv = — y dv = ^ 



y yj4y* — g^y — 9, 



dans le dernier cas, yj^y* — g^y — g^ sexprime rationnellement en x^y,z. 

Discutons ces trois hypothéses, en remarquant immédiatement que les 

intégrales u =^ I, v = J ne sauraient admottre de couple de périodes de la 

forme (201 , o), puisque les fonctions x ,y , z de u^v sont rationnelles en u. 

13. Premier soiis-cas: dv = dy, D'apres la remarque précédente, u 
dolt étre sans période; c'est donc (corame v) une fonetion rationnelle de 
{x^y^z). Inversement, les fonctions x,y,z de w,t;, å la fois uniformes 
et algébriqueSy sont rationnelles. La surface S correspond birationnellement 
a un plan. 

14. Deuxiéme sotis-cas: dv = — . En rempla^ant u par u — av, (a 

désignant une constante convenable), on peut faire en sorte que /, J ad- 
mettent le couple de périodes (o , 2i;r) : les fonctions x,y , z de u,v sont 
alors uniformes en e". De plus, / n'a plus de périodes; car si /, «/ possédaient 
le couple de périodes (20; , 2me;r), ils posséderaient aussi le couple (2ö> , o). 
LHntégrale u=^ I est donc (comme e") rationnelle en (x ,y , z), et réci- 
proquement les fonctions uniformes x ^y , z de w , e" sont rationnelles en 
ti,e*' = ö. La surface S correspond birationnellement a un plan. 

15. Troisiéme sous-cas: dv = —=-. = . Je représente par 

yj^y" — 9ty - gn 

20) y 2ft>' deux périodes åe u = I qui correspondent aux périodes de 2ö>j, 
2ö>3 de J, et je considere Texpression aC{v)+^v, ou les constantes a,y9 
sont choisies de fayon que {arjy +/^ö>,) et {arj^ -f ^co^) soient égaux respec- 
tivement k w et a}\ Je pose ensuite 

Wj = w — aC{v) — /Sv, 



* Voir la note I, p. 12. 
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c'est-a-clire: 

du^ = du + [ap{v) —p^dv = Pdx + Qchj + . ^^ [ay — B\ 

\/4y' — g^y — g, 

Les deux intégrales t*j = i, , v = J sont encore attachées a la surface S 
(puisque ^J/^y^ — g^y — (/" est rationnel en x ^y , z), et elles admettent les 
deux couples de périodes: 

o , o pour Wj, 

2ft>j , 2ö>j pour v, 

Les f onctions x ,y ^ z de Wj , v sont encore rationnelles en Wj , uni formes en 
t;, et elles ne changent pas quand on augmente v de 20)^ ou de 2ö>j. 
Enfin, si les intégrales 7, , J admettent un troisiéme couple de périodes, 
soit (2i2, 2w?ö>j + ^Wöij), elles admettent aussi le couple (2i2, o), ce qui 
exige que 2 Q soit nul. Vintégrale u^ = ij est donc {comme p{v)) ration- 
nélle en {x^y,z). Inversement, les fonctions x^y^z de w,v, uni formes et 
algéhriques en u^ , ^(v), i^iv)^ sont rationnelles en u^ , J«>(i^) , ^^^'(v)- La 
surface S correspond birationnellement au cylindre Z^ = ^Y^ — g^T — g^ 
de Tespace (X, y, Z), 

En substituant u — ^v ä w, et en divisant ensuite u par a (si a 4= o), 
on fait yS = o et a = 1 . On voit donc qu'aprés une substitution linéaire 
convenable e£fectuée sur u , les fonctions x ,y , z de w , t; sont rationnelles 
en p{v) , p\v) et en U = u -\- eC{v), (s = o ou i), et cela de telle fa^on 
quinveraement p{v) , p'{v) et U s'expriment rationnellement en {x^y^z). 

1 6. Conclusions. La discussion précédente se résume ainsi: 
Quand les fonctions a;(w, t;) , t/(w, t;) , ;2f(w, t;) définies par un systéme 
(i8) sont rationnelles en u et uniformes en t;, une transformation biration- 
nelle efEectuée sur S et la substitution å u dune combinaison linéaire en 
w,t;, raménent le systéme (i8) a une des trois formes: 

(I) du^dx, dv — cly, ^ =o, 

(II) du = dx, adv = ^ , j? = o, 

(III) du = dx + '^^ dv = ^l, z' = 4f-9,y-g,^ 



{^ y ff'1 i 9z constantes numériques, s = o ou i). 
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Les fonctions x^y^z sont rationnelles en u^v dans le cas (I), en w, 6'**' 
dans le cas (II), en {u — sCl^)} , p(^) , F'(^) ^^^^ ^^ ^^ (III). Elles dé- 
pendent d'ailleurs rationnellement des constantes initiales {x^ , ^o » ^o)j ^^ 
choso est évidente dans les deux premiers cas; dans le troisiéme, il suffit 
de vérifier ^ que les fonctions 

(IV) y = ^){v), X = u — eC{v) 

admettent un théoréme d'addition. Or posons 

x^=x{u + u,,v + t;,), y, = y{v + v,), x^ = x{u^ , t;,), y, = y (t;J, 

^(y) = 4y' — g-if — 9t ; 

on trouve: 

Enfin, la surface S correspond birationnellement, dans les cas (I), (II) 
ä un plan et dans le cas (III) au cylindre jgr' = 41/' — g^y — g^. 



Examen d^un second ens partictilier. 

17. Le second probléme que je traiterai maintenant s'énonce ainsi: 

Deter miner tons les cas ou les fonctions x{u ,v) , y{UyV) y z{UjV)j dé- 
finies par le systéme 



(18) 



u =fP{x ,y,z)dx + Q{x,y, z)dy = I, 
v =fP,{x,y,z)dx-\- Q^{x,y,z)dy = J, 

S{x,y ,z) = o 



sont rationnelles en e" et inéromorphes en v. Vintégrale J est supposée dé- 
nuée de courbes polaires. 



' Cette vérification est inutile, si on se rappelle que les fonctions (IV) sont les 
quotients de trois series d{u , v) dégénérées [voir le n° 4]. 
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Il est loisible d'admettre (et c'est ce que nous ferons) que 2i;r est la 
plus petite période des fonctions ir(w, i;^) , y(w, t^^) , ;8r(tt, t;^). Autrement, 
on multiplierait u par un entier convenable. 

Ecrivons le systeme (i8) sous la forme (19), (20) [page 15], posons 
f = e" , et cherchons ä satisfaire aux deux premiéres équations : 

(23) «^ = ^(^,y,^), «^ = ^(^,y,^) 

en y remplafant x^tfyZ par des fractions rationnelles en t d'un certain 
degré q. Pour une valeur convenable de g, les conditions ainsi formées 
sont compatibles et donnent pour Imtégrale générale de (23) les expressions: 

(24) X = R{at , ft), y = R^{at ,6), ^ = R^{at , 6), 

les fonctions rationnelles JB, Bj , R^ do at dependant algébriquemenl d'une 
seconde indéterrainée b. Il reste ä disposer des fonctions a{v) , h{v) de 
fafon ä satisfaire aux équations (20). Or des égalités (24), on tire: 

(25) a{;v)t = G{x , y), b[v) = H{x , y), [G , H algébriques enx.y], 

Waprés le raisonnement des pages 16, 17, la seconde égalité (25) montre 
que rintégrale J{x , y , -8?), qui, par hypothése, n'a pas de courbe polaire, 
coincide, moyennant une transformation birationnélle effectuée sur S, avec 

'intégrale elliptique / ; le radical J^y^ — g y — - g s exprime 

J \/4y' — 9,y — gs 

rationnellement en x ^y , 0. 

18. Soit 2(0, 2ft>' deux périodes de w = Z qui correspondent aux 
deux périodes 2ft>j , 2(o^ de J, Considcrons la fonction elliptique de se- 
conde esp6ce e^", et déterminons^ [ce qui est toujours possible] a et 

yS de f afon que les multiplicateurs de cette fonction soient e"^'' , 6~^*"' ; sa 
dérivée logaritlimique est: 

Posons : 

du^ = rf« + {C{v — a) — C{v) + p}dv, 



1 



* Si (W = 0;'= o, a et /9 sont nuls, et la fonction de seconde espéce se réduit å Punité, 
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c'est-ä-dire: 

* ö{v) ^ * ' 

La différontielle : 

du, =fPdx+ Qdy+ ^ , ^' --- L ^(,,)+i ^-^^(-^)+v^4y'^y 

est encore attachée ä la surface S^ et les intégrales Wj = 7j, v = J ad- 
mettent les couples de périodes: 

o , o pour /j, 
2aij , 2ö>j pour •/. 

Les f onctions a; , y , ^ de w^ , t; sont rationnelles ^ en /j = e"* , méromorphes 
en t;, et ne changent pas quand on augmente t; de 20; j ou de 2a)^\ élles 
sont donc rationnelles en t, , p{v) ^ F'(^)- 1^^ ipluSy tout couple de périodes 
de u, y v est de la forme (201, 2mQ}, + 2«ro,), et, par suite, si on veut, 
de la forme (2ö> , o); ce qui exige que 2a) soit un multiple de iItt, Il 
suit de lä que t, est (comme p{v) et p'(v)) une fonction rationnelle de 
X y y y z; car t^ est a la f ois unif orme et algébrique en x , y y z. 

19. Nous arrivons donc a la conclusion suivante: 

Uintégrale v = J du systéme (18) étant dénuée de courbe polairey les 
fonctions x , y ^ z de u y v définies par ce systéme^ — si elles sont ration- 
nelles en €" et méromorphes en v — , sont des combinaisons rationnelles de 

p{v) y p'{v), et U = 6^'^"+^*') X , [r désigne un entier, a, /? des con- 

stantes numdriques, ainsi que les invariants g^ , g^ de ^{v)], Inversement 
^{v) , ^{v) et U s'expriment rationnellement en (a; , y , z). 

Si on veut encore, une transformation birationnelle effectuée sur S et 
la substitution a u d*une combinaison linéaire en w, t;, raménent le systeme 
(18) a la forme: 



(18) 



dv=^ 



z 



z^ = Ay^—9.y — 9.\ 



la premiére équation, pour a = o, se réduit ä rfw = 



X 



^ Par hypothése, 2in est la plus petite période des fonctions «(h , v,) , y(w , v^\ 
z{u , v^\ il en est de méme évidemment quand on remplace u par u^ + ^(^o)' 
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La surface S est une transformée birationnoUo du cvlindre: 

Enfin, il est aisé de voir que, dans le oas que nous venons de traiter, 
les fonctions ;r(w,t;) , y{UjV) , z{u,v) renferment rationneUement les constantes 
initiales {x^ , y^ , z^). Il suffit de vérifier ^ que les fonctions 

admettent un tliéoreme d'addition.' Or appelons x^Jy^ ce que deviennent 
ces fonctions quand on y remplace u , v par {u-^uj , (i^ + ^o)» ©t appelons 
de méme x^ , y^ les valeurs de x^y pour w = w.^ , t; = y^ . On trouve aussitöt 
[en posant R(y) = Ay^ — O^V — 9zV 

^ _ j^j^ I slWi) ^mvÄ fX^) 1, 

^ M«) I (y — yo)(y — S''(«)) (y — y,)(yo — vK«)) [y — A<^)liu — 8^(«)1 1 



,=_,_,.+if.^^M^^>]'. 



^ Voir la note I p. 19. 

' On aurait traité aussi facilement le probléme qui fait Tobjet de ce chapitre sans 
supposer que 1'intégrale v = J soit dénuée de courhes jwlaires. Il aurait fallu considérer, 
en outre du oas étudié plus haut (p. 20), les deux cas [n"" 13, 14] ou on a: 

dy 

dv = dy^ ou adv = - - • 

y 

On trouve aussitöt qu'une transformation birationnelle effectuée sur 8 et une substitution 
linéaire effectuée sur u , v raménent le systéme (18) [quand les fonctions Xy y , z de 
u , v dont méromorphe^] å uue des deux formes: 

u + a= log« + ay +y5//' + ... + ^/r, v+& = y, 

a y 8 

u + a= logaj+ -. + -ifTi +...+ + £«/ + ... + ^Jy*", v + b = \ogy, 

a , b constantes arbitraires, j y m , 71 entiers ^ O. 

Mais si on veut de plus que x(u , v) , 2/(w , v) admettent un théoréme d'addition, il faut 
que Texpression de u + a se réduise å logu;; x et y sont alors des fonctions rationnelles 
soit de e", t;, soit de e", c*. 
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Ces deux cas particuliers traités, je vais passer å la discussion du cas 
general. Pour alléger cette discussion, j'en détacherai deux lemmes presque 
intuitifs coneemant les fonctions méromorphes. 



Ueux lemnies velat t fs aux fonrtions méro^inorphes. 

20. Lenime A. Soit x = f (w, ^) une fonction méromorphe^ de w, v, 
telle que le changement de variable v ~ R^{u^v^) [R^ algébrique en «, t^J, 
la transforme en une fonction fi(«^,t;J algébrique en u. Supposons de 
plus qu'il existe une seconde transformation analogue v = JBj(w , v^), telle 
que X = f>^{Uj t\) soit aussi algébrique en u: les deux transformations sont 
soulement assujetties a la restriction que de Tégalite: R^{UyV^) =^ R^{u,t\) 
on puisse tirer u, soit u=p{v^ , v^), p ne se réduisant pas å une constante. 
Dans ces conditions, je dis que x{UyV) est une fonction rationnelle de u ^ v . 

Il me suffit évidemment de démontrer que la fonction x = <p{v^y i\) 
est algébrique, car je reviendrai a la fonction x = ^{u ^v) en rempla^ant, 
dans <py les variables v^ et i;, par deux fonctions algébriques de u, t;. Or 
dans la fonction ^^(w,^,), algébrique en w, rempla^ons u par /)(v, ,t;,); 
puisque p est algébrique, le resultat x = <p(v^ , v^ est algébrique en v^. En 
permutant le role de v^^ v^^ on verrait de méme que (p est algébrique en v,. 

C. Q. R U. 

En particulier, considérons la transformation 

(29) i; = a(tt + hf + p{u + Ap + . . . + A(w + Ä)"^ + m;(w + hf , 

[m ^ n ^ i entiers, m > o, é >^ o, n >^ t), 

oii A est une constante arbitraire dont peuvent dépendre a , yS , . . . , A; 
admettons que, pour A quélconque^ cette transformation change x = ip{u , v) 
en une fonction re = ^(w , m;) algébrique en u: il suffit de donner ä A deux 
valeurs particuliéres arbitraires h^^h^^ de poser tv=^v^ pour h = h^, tv^=v^ 
pour h = h^y et d'appliquer la proposition précédente pour voir que a:^ (m , t;) 
est rationnel en u , v. Il ny a d'exception que si Tégalité : 

n in i 

«,(u + A,r + . . • + f,(« + Ä.r = «,(« + Ä,r + . . . + v,(« + *,)- 



* Si ^'(u , v) est une fonction quelconque, le lemme snbsiste, k condition de rem- 
placer dans lenoncé le mot ratvmnelle par le mot algébrique. 
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ne définit pas u en fonction de v^ , v, ; autrement dit, si la valeur 






m 



f+1 n t+1 



, a,{u+hX +'" + K('^+K)'^ — g^ (ti + /i,r — . . . - ^i(h + K) 



m 



% 

tn 



{u + A,) 

no dépend pas de u. Ce oas exceptionnel ne saurait évidemment se pre- 
senter que si i est nul^ m egal å i et a indépendant de h; en particulier, 
si n<my Texception ne se présonte que dans le cas oö la transformation 

(29) se réduit ä la sui vante: ^ 

(30) v = a(tt -f h) + M?, (a numcrique). 

Nous aboutissons done a ce lemme: 

Lemme A. Si une fonction méromorphe o; = ^ (w , 1;) devient^ apres une 
transfarmation (29) ou h est arbiiraire, une fonction 0{UyW) alffébrique en 
Uy c est une fonction rationnelle de ti, v, sauf peut-étre dans le cas ou i est 
nuL Si, dans la transformation (29), n est au plus egal ä m, ^{u^v) est 
rationfielle en UjVy ä moins que la transformation (29) ne se réduise å la 
transformation (30). 

21. Lemme Ä Si une fonction x = f^(w), uniforme dans le domaine 
d'un point w ~ a, s'exprime par une combinaison algébrique de plusieurs 
fonctions fi(w) , ..., ^ä(w), algébroides ' pour w = a, f>{u) est holomorphe 
pour u = a ovi admet u = a comme p61e. 

* Si la transformation v ^= au + v^ change f(u, v) en une fonction f^{u , r,) 
algébrique en m, il en est de méme évidemment de la transformation t; == a (w + A) + v,, 
qui substitue k v^ Texpression (a/i + v,); la présence de h est, dans ce cas, purement 
parasite. 

* On sait qu*une fonction f{u) est dite algébroide pour t* = a si elle est dévelop- 



n 



pable, dans le voisinage de w =^ a, suivant les puissances croissantes de (m — a) , 
(n entier > o), les premiéres puissances pouvant 6tre negatives; f(u) est fracHontiaire 
ou méromorphe pour w = a si u^^a est un p61e de f{u), On dit que /*(«) est algé- 
broide pour 74 = 00 si la fonction /*, ((/,)"/*( — 1 est algébroide pour w, = O. 
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En particulier, si c?(w) est méromorphe dans tout le plan et s'exprime 
algébriquement å Vaide de plusieurs fonctions fi(w), . . . , f^Ä(w), algébrohies 
pour u = CO, ^{u) est une fraction rationnelle. 

Ge lemme est evident; « = a ne peut étre qu'un point algébrique — 
donc un point régulier ou un pöle — de la fonction <f{u) uniforme dans 
le voisinage de u = a. 



Examen d^tine courbe polaive non loffaritJfmique. 

22. Nous allons aborder maintenant Tétude générale du cas oii les 
fonctions inverses x{u , v) , y{u , v) , z{u , v) des différentielles totales 

u = I{x,y,z), v = J{x,y,z) 

renferment rationnélleinent les constantes i?^o » ^o j ^o > ®^ supposant seulement 
qu'une au moins des intégrales /, J admet (ä distance finie ou infinie) 
une courbe polaire, 

Cest la diseussion des intégrales / , J dans le voisinage d'une courbe 
polaire qui constituera toute la difficulté de cette étude.^ Nous pouvons, 
moyennant une transformation birationnelle effectuée sur S, faire en sorte 
[voir le n° lo] que la courbe polaire considérée T soit située ä distance 
finie dans le plan x = o, sans se réduire ä une droite paralléle ä oz. 
Pla9ons-nous d^abord dans le cas oh. F est une courbe polaire non löga- 
rithmique pour une détermination (/, , Jj) du couple d'intégrales (/, J). 



* Comme on peut augmenter w , v de constantes arbitraires, il est loisible (et c'est ce 
que nous ferons, pour simplifier Técriture) de supposer, que it = O, v = O sont des valeurs 
quelcaiiques; autrement dit, nous admettrons qu'on a préalablement remplacé u , v par 
tt + a , v + bf les constantes a , b étant arbitrairement choisies (et non exceptionnelles). 
Dans ces conditions, les fonctions x(n , v) , y{u , v) , z(u , v) pour v = 0, ne se réduisont 
pas toutes trois å des constantes, et la méme remarque s^applique å n = o. De plus, on sait 
que z{u + hfV + ]c) 8'exprime ratioimellement å Taide de lj\{u)^=z{Uy k\ P,(u) = y(w, /c), 
U^(^u) = z(u,k) et de V,{v) = x{h , v) , V^{v) = y{h,v) , V^(v) = z{h ,v)\ soit 

x{u + h,y + k) = R{L\, l\, F,, F,, F,, F,); 

pour h = k = et «, v arbitraires, les valeurs de t/j , l^, , Z7, , F, , F,, F, ne doiment 

O 

pas å Ä la forme - , et la méme remarque s'applique k y ^ z. 

Aeta nuUhematiea, 26 bis. Imprimé le 2C aoftt 1902. 4 
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Les deux branches en question de / , «7 sont développables sous la 
f orme : 

(31) ,, = 7=^^ + ^+... + ^:!^ + 

(32) ,;=j=^ + ^ + ... + ^^ + 5n(y) + i^n^i(y)^ + ..., 



X 

avec 



X = X' {I entier >^ i); 



les A , B sont des fonctions algébriques de y, holomorphes pour une valeur 
quelconque (non exceptionneUe) y^ de y, et les développements (31), (32), 
pour y = y^^ convergent quand \x\ est sufEisamment petit; m et n sont 
deux entiers positifs dont un au moins nest pas nul; il est loisible de 
supposer m>^n et w > o. 

Ceci pose, éliminons X entré les équations (31) et (32). Posons: 

Wj = (w -(- Ä)"» j (Ä constante arbitraire); le développement de Uj peut s'écrire: 

et en remplayant X en fonction de u^ dans Tégalité (32), il vient: 

(33) v = a{y)u1 + Mur' +•■■ + v{y>x + ^iv) + ^^ + • • • > 

la serie (pour y = y^) convergeant si [wj est sufEisamment grand. 

Deux ca3 sont å distinguer suivant gue dans le développement (33) tous 
les coefficients a, /9, ... jusqu^ä B inclusivement sont ou non indépendants de y. 



Premier cas. 

23. Supposons quo les coefficients ci{y) j j^iy) , » - - , (ö{y) ne soient 

pas tous des constantes; soit A le premier de ces coefficients qui dépende 

effectivement de y, et soit k{y)u\ le terme correspondant de la serie (33). 

Posons : 

u= —h + ti"\ v = aul + fin\~^ + . . . + wu\, {k > o). 
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Les fonctions x ^y ^ z de u y v deviennent des fonctions méromorphes de 
u^yW qui vérifient (poar les grandes valeurs de »J les relations: 

(34) «, = ^^ + fl,(y) + a,(y)X + .., w = X{y) + ^+..., [X(y)^6\. 

Soit y^ une valeur arbitraire de y (valeur ponr laquelle les fonctions algé- 
briques %{y) , CLi{y) i • • • , ^(y) , /^(y) , • • • sont holomorphes et a^ différent 
de zéro); pour u^ = oo et y = y^y w prend la valeur w^ = A(y^), variable 

avec y^. Pour plus de clarté, remplagons u^ par — ; le systéme 

u'=X [^^ + b^(y)X + b,{y)X' + ...], w = /(y) + /i(y)u' + . . . 

définit un couple de fonctions X{u' y w) y y{u' y w) qui pour tt' = o, w=w^ 
sont holomorphes et prennent les valeurs X = o, y = y^. Les fonctions 
méromorphes x = X^ et y de {u^ y w) sont donc rationnelles en w,. 
Ceci revient ä dire que la transformation: 



n— 1 



(29) t; = a(w + A)~ + /9(w + Ä) '" + . . . + m;(w + ä)* 

(m>^n>^Ä;>^o, A constante arbitraire) 

change les fonctions méromorphes x yy de UyV en deux fonctions de w , m; 
qui sont algébriques en u. H résulte alors du lemme A que x et y (par 
suite z) sont rationnelles en w,t;, ä moins que la transformation (29) ne 
se réduise å la forme: t; = a(w + 7i) + w, (a constante numérique). Il 
sufEit alors de remplacer Tintégrale J par la combinaison w = I — a«7pour 
que les fonctions XyyyZ soient rationnelles en u. D'oii cette conclusion: 

Dans le oas qui nous occupSy les fonctions x ^y y z sont rathnttelles en 
Uy apres qu'on a remplacé v par une combinaison linéaire convenable deUyV. 



Deuxiéme cas. 

24. Supposons maintenant que dans le développement (33) tous les 
coéfficients a,^, ... jusqu*ä w inclusivement soient indépendants de y, 
Posons encore: 

w = — Ä + wj*, v = au\ + /9wi~^ + • • • + ^^1 + w?- 
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Si je montre que les fonctions méromorphes x ^ y , z de u^ , w sont ration- 
nelles en m, rien ii'est changé ä la conclusion précédente. Or les fonctions 
X = f^(?^) iO) y = i^('*)^) admettant un théoréme d'addition, les fonctions 

X = ^ (m^ — h , aw" + ' " + ^) = Pii^i , tv) 
et 

y = S^« — A , awi + . . . + m;) = ^j(Wj , m;) 

s'expriment algébriquement ^ ä Taide des quatre fonctions méromorphes ä une 
variable : 

UMi) = j^«, a«" + ... + J^^i), C^aC^i) = S^«, aw^ + ... + i^wj, 

Pour que j^, et ^j soient rationnels en Wj , il faut et il suffit que U^ , J7, 
le soient: c'est ce que je vais établir. 

Kemarquons d'abord qu*inversement C/^ , U^ peuvent s'exprimer algé- 
briquement ä Taide de V^, V^ et de x = ^^, y = ^^ . Ceci pose, soit 
a{y) le premier des coefficients G),p, ... du développement (33) qui dé- 

pend effectivement de y, et soit — ^ le terme de (33) correspondant. ' 

Faisons la substitution : 

m; = ^ + . .. + -,. 
Les égalit^s (31), (32) équivalent alors aux suivantes: 



et ce demier systéme définit un couple de f onctions X(Mj , «;) , y (Uj , «;) 
qui, pour w, = cx), w' = Wq {wq arbitraire), sont holomorphes et prennent 
les valeurs X=o, y:=y^, D'autre part, Fj , V^ deviennent des fonctions 

TF;K,t<;')=F,(f + ... + -i), W,{u„w')=vJ^ + ... + '^-\ qui admet- 



' V< 

« TT. 



Voir la note i, p. 25. 

Un tel terme existe toujours; autrement, v seruit fonction de ?tj, et PQ^ — QPj 
identiqueinent nul. 
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tent Wj = CO comme point régulier ou comme p61e. Les fonctions méro- 
morphes C^j(wJ , U^{u^) apparaissent ainsi comme des combinaisons algébriques 
de quatre fonctions T^, , TT, , a; , y de (Wj , w') qui {w' étant quelconque) sont 
algébroides pour u^ = cx>: d 'apres le lemme (B), U^ et U^ sont ration- 
nelles en u^. C. Q. F. D. 

La conclusion, dans le second cas, est la méme que dans le premier. 
Si donc il existe une courbe polaire non logarithmique^ les fonctions x , y , z 
sont rationnelles en w, apres qu'on a remplacé v par une combinaison Ii- 
néaire convenable de u , v. 



Examen d/une courbe polaire logarithinique. 

25. Plafons-nous maintenant dans Thypothéses oii la courbe polaire 
a; = o est logarithmique pour une au moins des deux branches I , J con- 
sidérées. Les résidus correspondants a , ^ de I , J ne sont pas nuls tous 

deux, soit ^ 4= o; en substituant /9/ — a/ å I et -^ å «7, on peut supposer 

a = o, p = 1. Dans ces conditions, le couple I , J se développe sous la 
forme suivante [voir le n® 10] 

(35) u = I{x,y,z) = ^-h ^ +...-h^ + A„ + A„^,X+..., 

(36) « = J(a;,t/,^)=A + ^+...+ ^ + logX+5, + B,^.,X+.... 

Dans ces conditions, les fonctions méromorphes x ^ y ^ z de u ^ v ne 
changent pas quand on augmente v de 21^, et sont, par suite, des fonc- 
tions uniformes de = e", fonctions dont les seules singularités essentielles 
possibles, dans le champ des ^, sont = o, = (X>. 

Je représenterai systématiquement, dans ce qui suit, par p{u,v)y<p{UyV) 
les fonctions x,y de (w,t^), par f'i(w,^), ^i{^y0) les fonctions x\y de 
{u y 0); on a: 
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Je représenterai ^ par V^{v) , V^{v) les fonctions f?(o,t;), ^(o,t;), et par 
^i(^) y ^j(^) les fonctions unifmmes F,(logtf), F,(log^). D^aprés le théoréme 
d'addition, ^{UjV) et <p{u,v) s'expriment algébriqnement å Taide de j?(«,o), 
^(w, o) et de ^'^(t?) , F,(i;); ponr démontrer qne a; et y sont des fonctions 
rationnelles de d = e\ il suffit de démontrer que T, , T, 5on< ratwnndles 
en 6, Mais le théoréme d 'addition définit encore algébriqnement 

ä Taide de ^,{u y d) , ^,{u, d) , ^^(u^, 0^) ,Jf^{u^, 0^); en particulier, si oa 
fait w = w^ = o, on voit que T^{fiÖ^ , T^iÖÖ^ s'expriment algébriquement ä 

Taide de T^[d) , r,(^) , l\[d^) , T,(^,); il en résulte notamment que T, Q V 

Tj^-j sexpriment algébriquement a Taide de T^{0) y T^{0). Si donc Tj, T, 

n'admettent pas la valeur = o comme singularité essentielle, il en va de 
mémo pour la valeur ^=co. Autrement dit, si les fonctions T^{0) , T^[d) 
sont wéromorphes, elles sont nécessairement rationnelles. D'oii cette con- 
clusion : 

Pour établir que les fonctions x ^y de w , ^ = e" sont rationnelles en 0, 
il suffit de prouver que T^{d) , T^[0) sont méromorphes, 

Ceci pose, distinguons deux cas suivant qne Tentier m est positif ou nul. 



Premier cas: m > o. 

26. Posons Wj = (w -f A)"*, tirons X de Téquation (35) et portons 
dans réquation (36), en remarquant que 

logZ = -logu,+llogA(^)+^^ + «-^>+... 
{A Q , aj , a, , . . . algébriques en y). 



* Voir la note I, p. 25. A la valeur v = 0, correspond la valeur ^= I. Les 
fonctions F,(v) , F,(y) ne sont pas toutes deux des constantes, et ne peuvent, par suite, 
se réduire simultanément k des fractions rationnellasv 
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Il vient 



(37) v = awi + ^wj-' + . . . + vui — \ogUi + (O +^+ 



Je dis d abord que tous les coéfficients a{y) , fi{y) , . . . , u{y) sont des con- 
stantes, 

Supposons en effet qu*il en soit antrement; soit X le premier des 

coéjfficients a , ^ , . . . , v qui dépend eff ectivement de y , et soit Xu\ le 

terme correspondant du développement (37). Faisons le changement de 
variables : 

u = uT — h, v = awj + /9«*""^ + . . . + wu\ (A > i); 

je vais montrer que les fonctions méromorphes x ^ y , z de u^ , w sont (pour 
w quelconque) rationnelles en u^ ; le lemme A conduit dés lors a cette con- 
clusion absurde ^ que les fonctions x ^y y z de w , t; sont rationnelles, 

A cet effet, substituons å la variable w la variable v^ définie par 
Tégalité : 

v = awj + i?**!""^ + • • • + ^i^t — log w, , 

ce qui entraine 

logw, 



w = v 



1 * » 



et posons': a? = (P(«*i, ^J, y =<r(Wj, v^); les égalités (35) et (36) prennent 
la forme: 

u^=..h^ + b,{y) + b^{y)X+..., v,=X{y) + ^J-^ + ..., (A'(y)*o), 

et si C désigne la valeur (arbitraire) A(y^^), les deux derniéres équations dé- 
finissent un couple X(«j , ^) , 2/(^1 > ^) q^i pour w^ = co, i;^ = c est holo- 
morphe et prend les valeurs Z = o, y = y^ • -"^^^ fonctions (P , V'' sont 



^ Les fonctions x ,y , z de u,i; ne changent pas quand on augmente v de 2i7:, 
et ne penvent étre rationnelles en v sans étre indépendantes de v, 

^ Qt 9^ sont uniformes mais peuvent admettre u^ = 00, Wj =0, v^ = 00 comme 
points essentiels. 
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donc holomorphes pour w^ =co, v^=c, et quand on donne ä u^ de grandes 
valeurs, ä v^ des valeiirs voisines de c, et <f' différent tres peu de o et y^, 
EeYenons maintenant ä la variable w, et soit x=0^{u^,w)y y = ^1(2*1 , w); 
on a: 

0^.= 0U , w + ^^) = 0(u, , w + e), 

£ tendant vers zéro ^ avec — . Donnons ä w la valeur constante c: la 

fonetion 0^{u^ , Ä) = ^(2^1, Ä + e) différe tres peu de zéro quand u^ tend 
arbitmirement vers Tinfini; elle est donc holomorphe pour u^ = cx>, et, 
comme elle est méromorphe, c*est une fonetion rationnelle de Mj. La 
méme eonelusion sapplique ä j/y donc ä ^, resultat absurde. 

C. Q. F. D. 

27. Ce point établi, je vais montrer que, (moyennant une transforma- 
tion linéaire effectuée sur w , v), 00 yy , z sont, dans le cas qui nous occupe, 
rationnelles en u et d = é" , 

Puisque a , y9 , . . . , v sont des constantes, posons : 

(38) v = au\ + ^mJ-^ + . . . + vWj + log T=H{u^) + log r, w = uj» — A; 

X = ^{u yV) et y = ^{Uy v) deviennent des fonctions imiformes de Wj, r 
dout les seules singularités essentielles possibles sont i/j = co, r = o, r=co, 
et qui, en vertu du théoreme d'addition, s'expriment algébriquement ' ä 
Taide des quatre fonctions: 

T,(r) = ^{o , log r), r,(r) = ^(o , log r). 



* Les fonctions 0^(u^w)^ V^(u^w) sont nniformes; il est donc loisible, dans 
— -j^ — , de prendre la détermination de log u^ telle que sa partie imaginaire soit comprise 

entré O et 2;r. 

* Ces expressions algébriques en U^ , f/, , Tj , T, ne sauraient étre de la forme 

o 

-, du moment que les valeurs « = O, t; = sont quelconques (voir la note i, p. 25). 

La méme remarque s'applique a tous les raisonnements aualogues. 



\ 
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Inversement, 7\(r), T^{t) s'expriment algébriquement å Taide de o; (m^ , r) , 
y(u, , r) (et de U^ , C/,). Les fonctions T^{t) , T^{t) sont donc méromor- 
phes (et par suite rationnelles) si les fonctions x{u^ , r) , y(Wi , r) sont méro- 
morphes ; ä ces derniéres, substituons les fonctions x{t , t) , y{t , r) obtenues 

en posant u^ = - , fonctions qui ne sauraient presenter de singularités 

essentielles en dehors de i = co, r = o, t=co^ Je dis que r = o n'est 
pas un point essentiel de ces fonctions, ou, si on veut, en remplafant r 

par — , que u^ = oo est un point régulier ou un pöle des fonctions x{u^, t), 

y(w,, t), Pour nous en rendre compte, changeons logr en log t — logWj 
dans Téquation (38): on voit que x{u^ , O » ^(^i > O s'expriment algébrique- 
ment ä laide de T^{t) , T^{t) , U[, U'^, si U[y U'^ désignent les fonctions 
déduites de U, , C/, en y rempla^ant H{u^) par Ii{u^) — logw^; ä savoir: 

U[ = ^[ur — h,H{u,) — logu,l V, = ip[ur — h,H{u,) — \ogu,\ 

Tout revient donc ä démontrer que Wj = co n^est pas un point essentiel de 

Admettons, pour un instant, ce resultat. Alors, T^{t) , T^{t) sont 
nécessairement rationnels, et comme U^ , U^ s'expriment algébriquement å 
Taide de U[, U^y T^{ui) ^ ^2(^1), les fonctions méromorphes ^/^(wj, ^3(^1) 
sont aussi rationnelles. H suit de lä que les fonctions x{u^ > 7) , ^(^1 j 7") 
sont rationnelles en Wj , r; par conséquent, x{u,v)\y{u,v) deviennent des 
fonctions algébriques de u quand on y fait le changement de variables 

t; = a(w + hf + ^{u + hy^ + . . . + v(w + A)"* + w; 

mais, d*aprés le lemme A, ceci exige que x^y^z soient rationnels enw,t; 
(resultat absurde), ä moins que la relation entré v ei w hq soit de la forme: 
v = OLU'\'W, En substituant ä t; la combinaison v — aw, on voit que ?e5 
fonctions x.y^z de {u^v) sont rationnelles en u et en = e\ 

C. Q. F. D. 



* Si les fonctions «(^, r) , i/(/, r) , ä(< , r) sont méromorphes, il en est de méme 
sdrement des fonctions obtenues en rempla9ant t par u^T. 

Ada mtUhemtUiea, 26 bis. Imprimé le 2G aoiit 1902. 5 
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28. H nous reste donc seulement a démontrer que U[{Ui) ^ U^iui) 

sont holomorphes ou rationnels pour Wj = co. Or écrivons les relations 

entré X,y,Wj,<, déduites des équations (35), (36), (37); ces relations 
sont de la forme: 



(39) 



u,==^-^ + b,{y) + b,(},)X+..., 



V L "1 J "*i 



soit x{y) le premier des coefficients ^,^, ... qui dépende effectivement de 
y et soit —j- le terme correspondant du développement (39). Faisons un 

Ui 

dernier ehangement de variables: 

les relations: 
u^=h^ + h,{y) + h,{y)X^..., f = ;f(y) + ^1?^) + . . . , (x'(y)^o) 

nous montrent, d'aprés un raisonnement déjå fait, que les fonctions x , y 
de (Wj , t') sont holomorphes pour u^ = co ; mais ces fonctions s^expriment 
algébriquement ä laide de C/J, C/J, et des fonctions TJ , Jj de w^ , t' ob- 
tenues en remplafant dans T^ , T^ la variable t par Texpression 

T[ et T2 s^^^t holomorphes (ou fractionnaires) pour Wj = co ; car Targu- 
ment / pour Wj = co (et V quelconque) s'y réduit ^ ä ^ 4= o. Inversement, 
d'ailleurs, U[ et U'^ s^expriment algébriquement ä Taide des quatre fojic» 
tions X (Wj yt'),y {u^ , t') , T{ , T^ , toutes quatre algébroides pour Mj = co ; 
le point w, ^ co n'est donc pas un point essentiel de U\[u[) , f7j(tti). La 
discussion du cas m > o est achevée. 



* Si j = Oj autrement dit si 5'(?/)^0, t coincide avec t' et T[ , Tj ne dépeodent 
que de t. 
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Deuxiéme cas: m == o. 

29. Supposons d'abord que n soit nul en méme temps que wi, (autre- 
ment dit que 7 , <7 ne deviennent infinies que logarithmiqiiement sur la 
courbe polaire). Ecrivöns les deux égalités: 

(40) u = A,{y) + Ä,{y)X + A,{y)X' + . . . , 

(41) v = logX+B,(y) + B,(y)Z+.... 

Posons 0=^6", et montrons que x , y , z sont des fonctions inéromorphes de 
u , 6, par suite [n° 25] des fonctions rationnelles de d. L'équation (41) devient: 

(42) e = X[co(y) + c,{y)X + c,{y)X' +...], c, = e"'^"' ^ o; 
en portant dans (40) la valeur de X tirée de (42), on trouve: 

w = a(y) + /5(t/)^ + . . . + )i{y)e^ + . . . . 

Soit A le premier des coéjfficients a,/9, ...)A, ... qui dépende effectivement 
de y. La transformation: 

conduit aux relations suivantes entré u^ y , X y y: 

^i = Ky)+Mo + )^[y)0' + ...., = x[c, + ^i^ + . . .]. [^'(y)*o], 

et d apres un raisonnement déjå employé, ces équations sont vérifiées par 
un couple: X(Wj , ^) , y(Wj , 0)^ holomorphe pour Wj = wj, = o. Les fonc- 
tions x{ui, 0) y y{Ui, 0), sont donc holomorphes pour ^ = o; mais d'autre 
part, elles s'expriment algébriquement ^ ä Taide des quatre fonctions: 

U, = ^{äi + p0+.: :+u,0^, o), U, = ip{a + fi0 + ... + u^0'\ o), 

T,=^(o,log^), r, = ^(o,logö), 

et inversement T^ , T, s'expriment algébriquement ä Taide des fonctions 
^1 > ^2 ) ^(^1 > ^) > Vi^i ) ^) q^ toutes les quatre^ sont holomorphes ou frac- 

■ ■■ I — ^ — - ■. — — __ _ I ■ I. ■ I I ■ II -» ■■■ ■■■■ II».!! ■■ »■■ »— I m ■— ■■ ■■» 

* Voir la uote i> p. 25. _ , 

'La chose est évidente pour U^jU^ puisque les fonctions « = ^(tt, v), y = ^(u, v) 
Boixt méromorphes. ■ \ 
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tionnaires pour 6 = o, Les fonctions uniformes jri(^) , T^[6) ne sauraient 
donc admettre 6 = o comme point essentiel, et sont des fonctions méro- 
morphes (par suite rationnelles) de ^. Il en est donc de méme des fonc- 
tions X , y ^ z åe u ^ 6. C. Q. T. D. 

30. Je vais établir maintenant que le cas précédent est le seul pos- 
sible si m est nul, autrement dit que n est nécessairement nul avec m. 
Admettons en ejffet qu'il en soit autrement et voyons que rhypothése est 
absurde. 

Soit donc m = 0, n > o. Nous distinguerons ce cas en deux sous-cas 
suivant que -4o(y) est ou non une constante. 



Premier sous-cas: m = 0, w > o, Jo(y) ^ o. 
Ecrivons les deux égalités 

(43) « = My) + My)^ + My)^' + . . . , [A (y) * o], 

(44) ^ = T"^ + :y1t + . • . + ^^ + logX + BM + B^-^,{y)X + ..., 

soit 2^0 ^^^ valeur quelconque (non exceptionnelle) de y , et tio la valeur cor- 
respondante de A^] si nous donnons ä w, dans (43), la valeur [arhitrairé) 
Wo, nous pouvons en tirer y sous la forme: 

y = ^0 + ^X + Ä-X' + . • . , 
et en portant dans (44) il vient: 



(45) 






quand X tend vers zéro arbitrairement, v tend vers Tinfini arbitrairement ^ 

Posons w = -=r-r — - =/>(cos 0; + i sin 0;), X= r(coa f + i sin p), log X= log r+i^, 
(^ restant compris expressément entré o et 37:); dans ces conditions, e tend vens zéro 
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daprés Tégalité (45); donc si, pour u = Uoj v tend arbitrairement vers 
rinfini, la fonction uniforme x = X^{Uq,v) tend vers zéro, y tend vers y©- 
Les fonctions méromorphes x ,y y z de w , t; seraient donc rationnelles en v , 
ce qui est absurde. C. Q. F. D. 



Second sous-cas: m = o, w > o, ^i(t/) = o. 

31. Il est loisible d*admettre que la valeur constante Aq est nulle 
(en augmentant u d'une constante) et d'écrire: 

u = X^{A,{y) + XA,^,{y) + ...}, q>o, 

Si nous remplafons u par wj, et si nous tirons X de la premiére équation 
(46), il vient [en remarquant que \ogUi = logX + a^iy) + a^{y)X + . . .]: 

(47) v = 4 + -£r, + . . . + ~ + log Wi + ® + /ow, + . . . . 

Soit A le premier des coéjfficients a,^,...,fi},... qui dépend effectivement 
de y, et soit -^ le terme correspondant du développement (47), (ä;>o ou 
<o ou =0). Posons: 

(48) v = logWi + -n+ -iir, + '" + -ti (A > o ou = o ou < o); 

til Wi Ui 



avec X; d'une fa9on precise, tj désignant une quantité positive prisa d'avance aussi petite 
qu'on veut, on a: 1^1 < ^i dés que |X| est inférieur å une certaine quantité /a, et 
par suite: 

w = — (cos nf — i sin nf>)Å(coa a + i sin a), avec i — 7^^^^+*?^ — ^^sina^iy; 

si donc X varie de /4 å O et ^ de o å 3;r, on voit que w coincide avec tous les points 
extériears å un cerole décrit de Porigihe comme centre avec un rayon egal å — ^; 

v coincide avec tous las points dont le module dépasse | B^(^y^) \ - — r-.— ^ • 
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on peut écrire 



£ tendant vers zero (pour w = Wq) quand Wi tend vers rinfini sur une di- 
rection quelconque, et (d'aprés la note i de la page 36), quand w, tend 
vers zéro arl)itrairement, v tend arbitrairement vers rinfini. 

D'autre part, X^y^u^.w vérifient deux relations de la forme: 

u, = X[C,(y) + 6\(f/)X + C,{y)X' +...]. (^o = (Z"^,, etc) 
w = Uy) + u,fx(y) + u\v[y) + . • . , A'(t/) ^ o, 

et, d apres un raisonnement eonstamment employé, ees relations montrent 
que les fonctions x = X^ et y de Ui, tv sont holomorphes pour u^ = o, 

Mais les fonctions x^y de w, , m; s*expriment algébriquement ä Taide 
des quatre fonctions: Ui = ^{u\,o), U^=^ (p{u\^6)y et FJ , Fj, si FJ , F, 
désignent les fonctions F^ = ^ (o , t;) , F3 = ^(o,i;), oii on a remplacé 

t; par Texpression v = log Wj H — ;, + ... H — i ; réciproquement FJ , Fj s'ex- 

priment algébriquement ä Taide des fonctions C/j , t/3 , rcfwi , tv) , y(Wi , w;) 
qui sont toutes les quatre, holomorphes ou fractionnaires pour «*i = o; 
V\ et FJ sont donc aussi holomorphes ou fractionnaires pour «i = o. Or, 

quand w, tend vers zéro, la variable t; = — ( i -|- e) tend vers Tinfini arhi- 

trairement; les fonctions méromorphes V^{v) j V^{v) sont donc bien détermi- 
néos quand v croit indéfiniment; ce sont, par suite, des fractions ration- 
nelles de v, resultat absurde. C. Q. F. D. 



ConséqueneeH de la douhle discusslon précédente. 

Théordme d^ftnltif. 

32. Los conclusions des n*"* 23, 24, 27, 29, 30 et 31 se résuöiéiit 
amsi: 

Aprös une transformation linéaire convenable effectuée sur w,t;, 



• • 
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i*^ ou bien les fonctions x^y^z de u^v sont rationnelles en u; 
2^ ou bien les fonctions x,y,z sont rationnelles en e**, et les integral es 
1 ,J ne peuvent devenir infinies que logarithmiqueinent. 

Le cas i° a été étudié aux n**^ 12 — 16. 

Dans le cas 2®, / et «/ admettent le eouple de périodes polaires (22;r,o). 
Si J ne présente pas de courbes polaires, on rentre dans Thj^othése qui 
fait Tobjet des n**** 17 — 19. Si J présente une courbe polaire, eette courbe 
est néeessairement logarithmique, et si le eouple de résidus correspondants 

est a,y9, (^4=0), il suffit de remplacer u par u — -zV et v par -^ pour que 

I et J admettent les deux couples de périodes polaires (2/;r, o) et (o, 2i;r). 
Dans ces conditions, x^y^z sont rationnelles en < = e*, 0^=e^, 

Inversement, t et sont algébriques en x,y,z. Je dis qu'on peut 
toujours faire en sorte que t et soient rationnelles en x ,y j z. Tout d'abord, 
les résidus de I (et de J) sont réels et commensurables, et en multipliant 
I (ou J) par un eertain entier, on peut les supposer entiers, premiers entré 
eux: la plus petite période de I (et aussi de J) est alors 2i;r. A la période 2i7r 
de 1 correspond une période 2mi7r de J; en rempla^ant J par J^ = J — wil, 
on annule m) seulement, la plus petite période de Ji peut n'étre plus 
2i;r, mais 2i7rk, {k entier); Tentier k entré alors en facteur dans tous les 

résidus de J^ soit J^ = ^\ ^ 1^ période 217: de Jj correspond une période 

2i7d de /; je remplace I par 11^=1 — IJ^j et les intégrales I^Ji ad- 
mettent les couples primitifs de périodes: 



\ o , 2?r/ 



^•^» et e^^ sont rationnels en x ,y ^ z. Autrement dit, apres une substitution 
linéaire convenable effectuée sur w,i;, les quantités e'*,e*' sont rationnelles en 
Xjy^z, et inversement les fonctions uni formes x^y^z de é^^e"" sont ration- 
nelles en e" , e" . 

Dans le dernier cas que nous venons d'élucider, la surface S{Xjy,z) = o 
correspond birationnellement ä un plan. 

33. Théoréme définitif. Le théoréme que nous avions en vue se trouve 
dés lors complétement démontré. Nous Ténoncerons ainsi: 
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Considérons deux intégrales de différentielles totales, qui ne soient point 
fonctions Tune de Tautre, attachées ä une surface algébrique S{x , y , ^) = o, 
et dont une au moms admet une courbe pdaire; soit: 



(^) 



I u== fP{x,y,z)dx+ Q{x,y,z)dy = I{x,y,z), 
[ v = J'P^{x,ij,z)dx + Q^{x , y , z)dij = J{x , y , 3). 



Si les fonctions x(u,v) ,y{u,v) , z{u,v) définies par I' inversion du systéme 
(S) renferment rationnellement les constantes inifiales x^,y^,ZQ {liées par la 
condition S(Xo , y^ , z^) = o), ces fonctions, moyennant une suhstitiUion linéaire 
convoiaUe effectuée sur u,v, sont des combinaisons rationnélles d'un des 
systémes de fonctions qui suivent: 

{X = u, Y=v, Z=o, 

x = u, r=c°, z = o, 

X = e', Y=e\ Z=o, 



(T) 



X^u-eCiv), Y==p{v), Z = p'{v),] 



S = O OU I , 



, _ . i a^g^.ffs constantes nu- 

^^^""^ÖÖ"' ^=fK Z=p'{v\^ mériques. 

Comme les intégrales /, J présentent surement une courbe polaire 
[voir le n° 11] quand le nombre des périodes est inférieur ii 4, on voit 
que le théoréme peut s'énoncer encore ainsi: 

Quand les fonctions x ,y yZ de u,v définies par Vinversion de deux 
intégrales [distinctes) de différentielles totales attachées ä S renferment ration- 
nellement les constantes initiales Xoyy^, Zq, ce sont des fonctions hyperelliptigues 
{aux mémes périodes) dégénérées ^ ou non. 

Cest le théoréme auquel nous avons ramenc celui de Weierstkass 

[n° 7]- 

De plus, XyYyZ s'expriment rationnellement en fonction de x,yyZ, 

La surface S correspond birationnellement ä un plan dans les trois premiers 

cas [oii Z= o], et au cylindre Z^ = 4F^ — g^Y — g^ dans les deux demiers. 



^ Les systémes de fonctions qui figurent dans le tableau (T) sont des quotients 
de fonctions 6 (å deux variablas) dégénérées [voir le n*^ 4]. 
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Eemarquons que les coordonnées Z, F, Z de ce cylindre se laissent 
mettre de trots maniéres distinctes sous la fonne de fonctions hyperelliptiques 
dégénérées, ä savoir: 



avec 



X = u 



ou 



u 



C{v), 



ou 






ä chacune de ces representations correspond un groupe permutable a deux 
paramétres de transformations biratiounelles de la surface en elle-méme, 
groupe obtenu en augmentant u ,v de constantes arbitraires. 

Enfin, donnons une deruiére forme aux conclusions auxquelles nous 
venons de parvenir: 

Quand les fonctions x ^y ^z de u,v définies par Vinversion de deux 
intégrales de différentielles totales quelconques attachées å S renferment ration- 
nellement les constantes x^^y^^ z^ et admettent au plus trois couples de périodes 
distinctSf le systéme {S), raoyennant une transformation birationnelle effectuée 
sur la surface 8 et une substitution linéaire effectuée sur UyV, se raméne 
ä une des formes: 



w 



dV=dX 



dU= dX, 



dr= dY, Z =o, 



dU= 



dV= 



dX 

'X' 

,„ , YdT 



dr= 



dr= 



dT 



dY 



dr=^^ 

z 



-„ dx , rfFr., > , t/(«) + Z "I jT^ 



dY 

~z 



Z =o, 



Z =o. 



Z'=^Y*-g,Y-g^, 
Z'=4Y'-g,Y-g„ 



(s = O ou i; g^ i g^ i a constantes numériques). 
Quand a tend vers zéro, le dernier systéme {a) tend vers le suivant: 



(49) 



dU = 



dX 



dV^ 



dY 



X' ^^Y'^g,Y-g, 

Äeta matimuUieih 26 bis. Imprimé le 27 ao&t 1902. 
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34. Comparaisons avec les fonctions inverses des intégrales hyperellip- 
tiqties. 

Les fonctions hyperelliptiques de genre 2, soit c(w, t;) , ^(w, t?) , C(w, v), 
se laissent définir par le systéme: 



(r) 



/ TT / * \ 



v/H(c.) v/tf(f,) 



avec: 



Le systcme (r) dégénére quand le coeflfioient a^ de H s'annule ou quand H 
a des racines multiples. D'aprés le théoréme précédent, une transformation 
birationnelle effectuée sur x ,y ^ et une transformation linéaire effectuée 
sur u , v raménent alors (r) ä une des formes {a), Démontrons rapidement 
la réciproque: c'est-å-dire que tout systéme {a) est réductible ä tm systéme 
(r) dégénére. 

Tout d'abord, il suffit de faire // ^ i, puis H{$) = ^', puis 
JEf(c) ^ ^(f — 0) pour obtenir trois systémes (r) qui équivalent respective- 
ment aux trois premiers systémes {a). 

Quant au quatriéme, il ne saurait correspondre qu'ä un systéme (r) 
formé d'intégrales elliptiques de premiére et de seconde espéce. Considérons 
donc le systéme: 



Wi 






Il est clair que v{x^y^z) admet les périodes 20;, , 201, ; * mais allons voir 
dans un instant que ces périodes sont primitives. Posous: 



* Puisque le poiot ($ , yj , C) clécrit nn cycle fermé quand $^ et v^/^(f,) reprennent 
les mémes valeurs, f, et \^R($^) ne variant pas. 
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^--{c. +f,) + -| 1— ^ 

= p{^,ij,C), {p rationnel) ; 



yjR{Y) = <f)'{v^ + Vj) 8'exprime de méme rationnelloment en f,3y,C. On a 
ensuite : 

« = - [C(t;J + C(f,)] + const. ■-= - C{v) 4- I Vi3!^A^M^\ + const. 



La transformation rationnelle: 






r= — f + x' 



raméno donc (rj au systéme: 



toutes les périodes de t; dérivent sörement des périodes 20;^, 2(0^, puisque 
Y et ^ H{lr) reprennent les mémes valeurs quand le point (f , iy , C) décrit 
un cycle fermé. Il suit de lä que f , 7 , C soht uniformes, donc rationnels, 
on X, F, yj R{T). Une transformation birationnelle raméne ainsi (r,) ä (ö-j) 
et la surface ^ /S" au cylindre Z^ = ^Y^ — g^Y — ^3, si 4S" désigne la surface 
que définissent dans Tespace (^,^,0 los égalités: 

u .2L. 

Remarquons qu*en rempla^ant u par - et X par — , on raméne (r,) 
å la forme: 

ie') du = dX + ^, dv = ^, Z' = BiY), 

systéme qui comprend en particulier (pour a = o) le quatriéme systéme {(t) 
oix 6 = 0. Mais pour a = o la transformation de passage de (ö*') ä r^ 
devient illusoire. Le quatriéme systéme {a) oti e est nul ne correspond 
donc å aucun systéme (r,), mais il dégénére d'un transformé birationnel de Tj. 

^ Ge resultat a déjå été établi par M. Picard, Mém. couronné Sur les fonctions 
algébriques de deux varidbles [p. lOl — 1 04]. 
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3 5 . Passons au demier systemo {d) qui ne peut correspondre qu å 
un systéme (r) formé d^intcgrales elliptiques de premiére et de troisiéme 
espece. Considérons done le systeme: 



M 1 



[f.-i-'W]\/«(f.) [f.-S-'W]N/«(f.) ^. ^» 



"'^v^) + 7^)' '^^^^+^'" '^^^'^'' ^-^''^''^■^^''^'^'- 



Posons, comme tout-ä-rheure, 



Y et yjR{Y) sont cncore rationnels en f ,^, C- On a ensuite: 









-^ désignant une f onction cUiptique (symétrique) de i^i , t^j , aux périodes 
2ft>i, 2012, c*est-ä-dire une f onction rationnelle de (c,7,0> soit ;f =^, (c,^, C)- 
La transformation rationnelle : X = ^i (c , ^ , C)» ^ ^ /^ (^ > 7 > O ramcne done 
(Ta) au systéme: 

rf^* = ^ + {2C(A) + C(^^) — (r(t; + 2A)}rfi;, rft; = ^^ 



\//^(r) 



ou, si on veut, en posant a = — 2A et en rempla^ant u par u^ — 2i;C(A), 
a la forme 



av = 



c*est-ädire au cinquiferae systéme (a). Le raisonnenient fait au numéro 
précédent montre que 2ö>j , 20}^ sont des périodes primitives de Tintégrale 
^(f ? 7» O) ®t q^®» P^J* suite, ^ y7] y C sont rationnels en X, F, y/R(Y). Le 
systéme (r^) est ainsi ramené hlrationnellement au demier systéme (^r) le 
plus general, ä cela prés que pour a = o + période, (c'est-ä-dire pour 

A = - période), la transformation de passage entré (r^) et {a") devient 
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illusoire. Le systeme (49) n'est donc équivalent ä aucun systéme (r,), mais 
il dégénére d'uii transformc birationnel de (r^). 

La transformation de passat^e de {a") a (r^) nous fait connaitre une 
nouvelle correspondance birationnelle entré le cy Undre Z^ = R{Y) et la 
surface S\ 

36. Discussion d'une méthode de demonstration proposée par M. Picard, 
M. PiCAHD a indique ^ du théoröme de Weiewstkass une demonstra- 
tion qui repose sur les principes intuitifs suivants: 

Considérons trois fonctions unifomies x{u^ ^) , y(w, t;) , ^(w, «;) définies 
par rinversion de deux intégrales de différentielles totales u = I, v = J 
attachées å la surface algébrique S{x ,y , z) = o; soit 

(50) du = P{x,y,z)dx+Q{x,y,z)dy, dv = P^{x,y,z)dx+Q,[x,y,z)dy, 

Introduisons deux autres intégrales de différentielles totales attachées ä la 
surface 2'(f , ^ , C) = o, soit 



(51) 






telles que chacun de leurs couples de périodes soit egal ä un couple de pé- 
riodes des deux premiéres. Les fonctions ic , y , ^ de f , ^ , Cobtenues en rem- 
pla^ant w et i; par Ii et /j sont évidemment des fonctions unifomies du point 
(^,^,0 de S; quand, de plus, les fonctions oo{u , v) , y{Uy v) , z{u ^v) sont 
méromorphes, les singularités essentielles des fonctions x^y,z de (^,^,0 
(s'il en existe) sont nécessairement distribuées suivant les courbes polaires 
de ii,/i. Enfin, quand les fonctions f, 57, C de u^v^ obtenues en posant 
fl = /j , t; = «/i , sont elles-mémes uniformes et quand les couples de périodes 
sont les mémes pour {lyJ) et pour [I^^J^^ la correspondance entré {x,y^z) 
©t (f ) 7 > O ost hiuniforme, 

Ceci pose, pla^ons-nous dans Thvpothfese oö les fonctions a;(w,t;), y{u,v), 
z{UyV)j définies par le systferae (50), non seulement Hont méromorphes^ mais 
renferment rationnelleme^it les constantes d'intégration [x^yy^^^z^, M. Picard 
se propose d*établir qu*on peut choisir pour systéme (51) un systéme %- 
perelliptiquey tel que la correspondance entré {x^y , z) et (f , 7 , C) soit non 
seulement biuniforme mais birationnelle. La demonstration (voir le n° 8) 

* Voir la note i , pag. 1 1 . 
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n'a besoin d^étro faite que dans le cas oö les fonctions oo{u yV) j y{u yV), 
z[UyV) ont au plus trois couples de périodos distincts. 

37. L'illustre géométre distingue deux cas principaux, suivant qu'il 
existe ou non des pdriodes polaires. Pour plus de elarté, diseutons le premier 
cas dans Thypothcse particuliérement simple oii les couples de périodes se 



réduisent ä deux, tous deux logarithmiques, soit les couples 



\ o , 2X7C) 



correspondant respectivoment ä deux courbes polaires 6', et C',. 

M. PiCAUU introduit alors le systeme (r) dégénéré, [loc. cit. p. 113, 
114]: 



(52) 



(^i — « ) v Cl (f, — a') v^f, 

(f. - «^*)v/c» (c, - h^)yl^, ^ VC. -r yc. 



Les fonction suniformes de rr , y , ^ de ^ , ^ , Cne sauraient admefctre de singu- 
larités essentielles en dehors des quatre courbes polaires f, = a', f, = ft^, 
C2 = ö', fa = 6'. M. PiCAHD admet ' que le point {x ^y ^ z) tend vers un 
point détenniné de la courbe polaire C,, quand fj tend vers a', y'^ ayawf 
«*n certain signe, (f^ et y^^ étant invariables et quelconques). En s'appuyant 
sur le fait que {oOojJ/ojZo) figurent rationnellement dans rr(w, v) , y(w, «;) 
z{UyV)j il montre ensuite qu'il en va de méme pour Tautre signe de y/f^, 
et il en conclut que les fonctions x^y^z de Cj^iCsont dénuées do sin- 
gularités essentielles et par suite rationnelles. 

En réalité, ce qui est quasi-évident c'est que le point {x ^y y z) est tres 
voisin d*une courbe polaire de S dés que ^i est voisin de a^, mais U n'en 
résulte nullement que {x ^y , z) tende vers un point déterminé, Prenons, par 
exemple, le systéme: 

(53) "^^^i^ ^'^='^^^^\7-~^\ 



* M. PiCARD se borne å dire (å la notation prés) [loc. cit. p. 1 07 et 1 14] que, 

si fj tend vers a* (le radical \/f, ayant un signe coDvenable), la période polaire est 

pour u égale å 2ni, >Donc quand f, tend vers a*, yj^^ ayant un certain signe, quels 

que soient d'ailleurs f, et \/f , , le point (« , y , «) tendra vers un point de la courbe 
logarithmique O,.» 
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qui détinit les fonctions méromorphes: x = e'*^ y = e'+*"+'"; les relations 
entré .t? , y et Ci , f 2 sont ici : 

" (v'c^ + «)(vi: + «) ' •^""' i^^+bm + bf 

{c , c' constantes arbitraires) ; 

X tend vers o ou 00 suivant que yj^ tend vers -^ a ou — a , mais, dans 
Vun el Vautre caSj y(f , , f^) est complélement indéterminée. 

Il est donc indispensable de démontrer que {x ,y , z) tend vsrs un 
point détenniné quand ^/^ tend vers une des valeurs a, — a, et celte de- 
monstration ne peut étre faite sans invoquer Vhypothése que x{u,v)^y{u^v) 
renferment rationnellement (a:o,!/o, ^o)- ^ 

La méme objection s'applique au raisonnement [loc. cit. p. 106, 108] 
qui concerne le cas oii un seul des trois couples de périodes est supposé 
polaire. 

48. Quand il n'existe pas de périodes polaires, M. Picard s*appuie 
seulement sur Thypothése que les fonctions x{u , v) , y{u ^v) ^ z{Uy v) sont 
méromorphes et il arrive ä cette conclusion [p. iio — 114] que ce sont 
alors des fonctions hyperelliptiques dégénérées. Or Texemple: 

M, dx , dy , 2dx 
dU= Ti dv= -^ H 3- 

qui engendre les fonctions méromorphes 
suffit ä mettre cette conclusion en défaut. 



^ La transformation X J ^f^' ^^^^f^- ^l T ^^^ ^^^kriÉ. _éne 

dX dT 

le sj^steine (52) å la forme: rtw = — , dv = -^ . Le raisonnement de M. Picard 

revient å admelire que (un couple de résidus de / , «/ étant +1 et O) la valeur X = 
est nn jioint non essentiel pour les fonctions uniformes a; , 1/ , z de X , Y , et å détnontrer 
qu'il en va de méme pour X= co. Or la discussion qui fait Pobjet des n®* 25 — 31 
n'a d^autre bnt que d'établir le fait admis ici. 
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Tout d abord, la discussion de la courbe polaire non logarithmique 
(telle qu'elle est exposée aux pages 112 — 113) préte ä la méme objection 
que je viens de mettre en évidence pour une courbe logarithmique. Mais 
de plus cette discussion repose essentiellement sur le lemme suivant 
qu'énonce tout d abord M. Picard (p. iio et 112): »Quand les fonctions 
^(^) ^) > 2/(^> ^) sont uniformes (sans toutefois étre algébriques), toute courbe 
polaire non logarithmique laisse finie une combinaison linéaire de w,v.> 
Or dans Texemple (54), oö x{u ^v) , y{u, v) sont méromorphes, aucune com- 
binaison linéaire de w , t; ne reste finie pour x = o. Pour démontrer ce 
lemme, il est nécessaire de s appuyer sur le fait que les constantes {Xq , y^ , ^^o) 
figurent rationnellement dans rr(w, v) , y{Uy v) , z{u ^ ?;), et cette demonstration 
me parait exiger une discussion entiérement identique ä celle des n*"^ 22 — 24. 

En définitive, — et sans insister sur d*autres objections qui com- 
pliqueraient encore le raisonnement — la méthode de M. Picard, si in- 
téressante qu*elle soit en cUe-méme, soulfeve (en outre de difficultés nou- 
velles) les mémes difficultés qui ont exigé plus haut la discussion des n**^ 
22 — 31, la seule partie un peu délicate de notre demonstration. 



Sur le cas oii lea fonctions x{u , v) ^ y{u ^ v) , z{u , v) sont tinifornies 
sans renfermei* rationnellement les constantes {z^ , y^ , z^). 

39. Il est impossible, apres les considérations précédentes, de ne pas 
se poser ce probléme: 

Quand les fonctions inverses x{u ^ v) , y{u y v) y z{u ^ v) de deux intégrales 
de différentielles totales sont uniformes, quelle est la nature de ces fonctions? 

Ce difficile probléme se rattache évidemment ä Tétude des équations 
différentielles å intégrale générale uniforme. Je me bornerai ä énoncer 
ici les resultats auxquels conduit la méthode que j'ai appliquée aux équa- 
tions du second ordre.^ 

Par hypothése, les constantes ^o)2/o»^o figurent sous forme transcendante 
dans x[Uy v), y[Uy v) , z{u ^ v), Mais je montre (et c'est lä toute la difficulté 



' Voir le Bulletin de la soc. math. de France (tome 28, p. 20l — 21 1) et 
le.s Acta mathematica (tome 25, p. I — 80). 
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de la question) qu*on peut toujours choisir les deux consfantes arbitraires 
de fa^on qu'une d'élles entré algéhiquement dans x,y,0. Il est dés lors 
aisé d 'élucider la nature des transcendantes x^y ^a de {u^v) et méme de 
traiter ce probléme plus general: 

Quand les fonctions rr(w , t;) , y(w , v), engendrées par Vinversion de deux 
intégrales de différentielles totales^ n'ont qu'un nombre fini de branches et 
dépendent algébriquement d'une des constantes d^intégration {convenablenient 
choisies)y quelle est la nature de ces fonctions? 

La réponse 8'énonce ainsi: Une transformation algébrique effectuée sur 
x^y et une substitution linéaire effectuée sur tt,v, raménent les deux diffé- 
rentieUes totales ä une des formes: ^ 

(I) dv = dy, 

ou 

(II) 

ou 

(III) 

avec: 

(IV) 

ou \ {^ algébrique). 

(V) 

Les fonctions x,y de (« , v) correspondantes sont : 

y = t>, ou y=e\ ou y = p{v,gt,ff,) 





dv 


dy 

y 








dv ■■ 




dy 






\/4y*- 


-fif.y 


9, 


du = 


dx 

X 


+ Hiy)dy, 


" 


du - 




dx 




+ Ji{y)(iy 




v/4 


X* r,x 


— r. 



avec: 

(VI) X = e"+*'('> 
ou 

(VII) a = ^, (« + K(v)), p, (w) =p(m , ;-, , r»), J 



Kiv)==-fH\j,(v)]^Jv, 



^ Je suppose bien entendu qu'ou écarte le cas (déjå traité) 011 les deux constantes» 
convenablement choisie.«i, figuren t algébriquement dans x , y . 

Ada matlumaiiea. 2G bin. Imprimé le 27 aoOt 1902. 7 
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Il faut que e^^"^ (dans le cas VI), et p^[K(v)] (dans le cas VII) 
soient des fonctions de v ä un nombre fini de valeurs, Ceci revient ä dire 

que rintégrale abélienne jH{y)dy, [en dehors de la (ou des deux) périodes 

qui correspondent a la (ou aux deux) périodes de v] ne doit admettre que 

des périodes de la forme -y- (dans le cas VI) et — — ^—z (dans le cas 

VII): lytn^n sont des entiers, et 2coI , 2012 les périodes de ^, . 

Dans le cas (VII), les fonctions o; , y de (i^ , v) sont 4 fois périodiques et 
présentent des singularités essentielles a distance finie, du moment que 

jH{y)dy n'est pas de premiére espéce. * Les quatre couples de périodes 

ne satisfont pas en general ä la condition de Riemann. 

Dans le cas (VI), les fonctions o; (w , t;) , y (w , «;) peuvent n'admettre 
comme singularités essentielles que w = co et t; = cx). Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut d*abord que v vérifie une des équations I ou II (mais non 

réquation III); il faut ensuite (et il suffit) que jH{y)dy ne devienne in- 

fini que logarithmiquement en dehors du point y = 00 dans le cas I, et 
des points t/ = o, j/ = cc dans le cas II. Quand ces conditions ne sont pas 
remplies, x[u^v) présento dos points singuliers essentiels a distance finie 
dans le champ des v. 



Quelques applications du théoréme de Weieratrasa. 

40. Je voudrais signaler rapidement quelques applications du théoréme 
de Weierstrass. 

Une premiére application est relative aux transformations birationnelles 
des surfaces algébriques. 

Au sujet de ces transformations, M. Picard ^ a établi ce théoréme 
qui a une importance considérable dans la théorie des surfaces algébriques: 

^ Quand / H{y)dy est de premiére espéce, on ren tre dans le cas ou les constantes 

figurent algébriquement dans x y y . 

' Loc. cit. p. 65 — 99; voir aussi mes Leqovs de Slockholm, p. 255 — 288, et les 
récentes recherches de MM. Castelniioro et Enrques (Math. Annalen, 1899, et 
Comptes-Rendus de TAcadéraie des Se. do Paris, 5 novembre 1900). 
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»Quand une surface algébrique S admet un faisceau continu de trans- 
formations birationnelles, ou bien elle renferrae une famille de courbes de 
genre o ou i, ow bien elle posséde (Jeux intégrales de différentiélles totai^s 

u = fPdx + Qdy, v = fP.dx + Q,dy, 

tel les que les fonclions inverses x{u,v),y{;u,v)^z{UjV) soient uni formes et 
dépendent ralionnellement des constantes initial es [xQ^y^y z^.* 

Occupons-nous seulement de ce deniier cas: le théoréme de Weieu- 
STRASS énoncé au n° 33, nous montre que la surface S est alors une sur- 
face hyperclliptique, dégénérée ou non, 

41. Une autre application du théoréme de Weieustkass se rencontre 
dans rétude analytique des équations différentiélles. J *ai montré notammcnt ^ 
qu'il joue un röle essentiel dans la théorie des équations du second ordre 
dont Vintégrale générale renferme algébriquement les deux constantes. 

Limitons-nous, pour le faire comprendre, a un beau resultat établi 
par M. PiCARD. 

(dx d^x\ 
ic , -T- , Y~% ) "^ ^ ^^® équation (algébrique) du second ordre, 

oti la variable indépendante u ne figure pas explicitement. Quand Vinté- 
grale générale x(u) de cette équation dépend rationnellement des constantes 
initiales x^^ a;i , rrj' [liées par la relation S(a:o, a;J, a;i') = o], M. Picaud a 
montré que deux cas sont possibles: 

1° ou bien x{u) est une fonction rationnelle soit de m, soit de e^", 
soit de p{u,g^, g^) , p'[u , g^ , g^\ [g ,g^,g^ constantes numériques] ; 

2° ou bien, si on pose: y ^= x\ z = x'\ la surface S{x^y^z) = o 
posséde deux intégrales de différentiélles totales telles qu'en égalant la pre- 
miére å «* -|- a , la seconde ä une constante b , la fonction a; (w -|- a , b) ainsi 
définie soit précisément Tintégrale générale de Téquation donnée. 

Le théoréme du n° 33 exprime dés lors que, dans le cas 2°, la 
fonction x{u) s'obtient en remplagantj dans une certaine fonction hypereHip- 
tique {dégénérée ou non), un des arguments par u + a et le second par une 
constante b] le cas 1° rentre, en particulier, dans ce mode de generation. 

* Legons de Stockholm^ p. 351 — 394- 

* Loc. cit. p. 129 — 142. 
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Plus généralement, considérons un systéine différentiel: xl = H{x , y), 
yl = K[x , //), oii -ff et Ä* sont algébriques en x , y et indépendants de u: 
quand Cintégrale générale oi;{u) , y{u) de ce systéme dépend dlgébriquement 
des deux constanteSy fai montré ^ gue x et y sont des combinaisons (dgébriques 
des deux fonctions obtenues en rempla^ant dans deux fonctions hyperelliptiques 
dégénérées ou non [aux mémes périodes) un des arguments par (w + ^) ^t 
Vautre par b. 

42. CompUment au théoréme de Weierstrass. Ces applications suffisent 
a faire compreiidre rimportance du théoréme de Weieustkass en dehors 
méme do la théorie des fonctions abéliennos. Jo me sorvirai seulement 
du dornier resultat énoneé pour coraplcter, sur un point, le théoréme méme 
de Weieustkass. Dans Ténoncé de ce théoréme (n° 2), nous avons supposé 
que les deux fonctions x[u ^v) ^ y{u^v) étaient distinctes. Qu' advient-il 
quand il en est atUrement? 

Soit donc ^(w, r) , ^{UyV) deux fonctions de w, t; dont le jacobien est 
nul, et qui admottent un théoréme d'addition, Je vais montrer que ^ et (p 
sont des combinaisons algébriques des deux fonctions obtenues en remplagant 
dans un couple de fonctions hyperelliptiques {aux mémes périodes)^ un des ar- 
guments par aw + ^v, et Vautre par zéro: les fonctions hyperelliptiques 
peuvent d*ailleurs étre dégénérées. 

Posons, comme au n° 5, a; = fj(t* + w^ , t; + «^o)) y = ^(^^ + ^0 » ^ + %)) 
et Xq = jp(Wo j ^o)> Vo — ^(^0, Vq). Par hypothése, on a: y = F[x)\ et dautre 
part, d*aprés le théoréme d'addition, a; et y s'expriment dlgébriquement ä 
Taide de x^^y^y soit : 

(55) x = A{x^yyQ,u,v) = Ä{x^,F{XQ),u, v), [A algébrique en x^ , y^. 

De cette équation, on tire aussitöt: * 

Zz dz fdÄ . dA „,, J\'^z^ 3«o 



YéyéM 



^ ^ dti, ^ \jz^ * dy^ ° j au, ^ au, 

dz dz fdÄ . dÄ „,, S\ dz^ aajp ' 



PA + ^ArizjV-^ 



av av, L9«o ^2/0 J^^o ^v. 



* Legons de Stockholm, p. 351 — 360. 

^A dA dB dB 

' Il est loisible d'Bdmettre qii'iine des expressions — + — FXzX — + — PXzA 

dz dz dy dy 
ii'e«t pas identiquement nul, (soit la premiére); sinon, — , — , — , — seraient nuls, et z , y 

du dv dn dv 

seraieot des constantes. 



Sur les fonctioDs qui tidmetteiit un théoréme dfiddition. 53 

du 

le rapport — est donc indépendent de u,v] autrement dit, ^{UjV) vérifie 

du 

réquation: y9-— — ^a=^ (^»i^ numériques) ; ^{u^v) est donc une simple 

fonction de au -}- jiv; il en est de mérae par suite de <p[u^v)= F[ip), Il 
est loisible, en rempla?ant u par aw + y^y, de supposer a= i, p = o. 
Ceci pose, reprenons les égalités: 

et éliminons Xq , y^ entré les équations: x = A, y =^ B, xl= — ,yi = — ; 
il vient: 

(56) £ = ^^(^, y , «*), ^ = ^(^» y ) ^) i^^y ^algdbriques en x,y\ 

Les fonctions x = ^{u + Wo)» y = S^(^ + ^^0) vérifient, en particulier, ce 
systéme; il oxiste donc au moins un couple de fonctions ^i^) > ^(y) tel 
que les solutions du systéme différentiel: 

du = ;f (aj)rfrc = r{y)dy 

appartiennent au systéme (56). Si les fonctions ;f( a:) , r(y) qui jouissent de 
cette propriété dépendent au moins d'une constante arbitraire, u ne figure 
pas dans H ^ K\ si non, ;f et r se déduisent dlgéhriquement du systéme 
(56) et sont, par suite, algébriques respectivement en x ^ y. Dans le pre- 
mier cas, le théoréme qui termine le n° 41 s'applique au systéme (56); 
dans le second cas, x{u) est une fonction algébrique de p{u , g^ , ff^) ou 
de e^" ou de w, et de méme y est une fonction algébrique de Pi{u, j-^, /-g), 
ou de e'^ ou de w. Dans Tun et Tautre cas, x et y sont des combinaisons 
algébriques de deux fonctions obtenues en remplafant, dans un couple (rfé- 
généré ou non) de fonctions hyperélliptiqueSy un des arguments par u et 
Vautre par o. C. Q. F. D. 
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43. Le théoréme de Weiersthass se démontre pour les fonctions 
de n variables par une méthode absolument identique å celle que nous 
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avons développée plus haut. Toute la diificulté revient a déraontrer ce 
théoréme : 

Si n intégrales distindes ^ de différentielles totales^ soit 

attachées å la surface algébrlque [ä (n + i) dimensions] S(a;, , ..., ic^^,) =o, 
enyendrent jiar leur inversion des fonctions uniformes a;j(Wj , . . . , w„) , . . . , 
^»+1(^1 , ...,«*«), Qui renferment rationnéllement les constantes a?? , . . . , a;Jl+, , 
ces fonctions förment un sijsféme [dégénéré ou non) de fonctions abcHennes 
aux mémes périodes. 

Le thooréme est démontre pour n =^ i ot n =-- 2, On admet qu'il 
est vrai pour w — i et on Tétablit pour n, A cet cfifet, on s'appuie sur un 
lemme entiérement analogue au Icmme A du n° 20, et la discussion d*une 
multiplicité polaire (logarithmique ou non), soit x^ = o, des intcgrales Wy, 
conduite comme aux n°* 22 — 32, montre que, moyennant une substitution 
linéaire convenable effeetuée sur les w, les fonctions rCi , . . . , x^^i sont toutes 
rationnelles soit en u^ , soit en e"»; dés lors, en raisonnant comme aux 
n°« 12 — 19, on est aussitöt ramené au cas de (n — 1) variables. 

Paris, le 15 février 1902. 



^ J^entends par lå que les n fonctions t^j , . . . , iin de x^ ^ , , . , Xn sont disfinctes, 

P, Q^ ... r. 



autrement dit que le déterminant 



* n Vn • . • •'ii 



n'est pas identiquement nul. 
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SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 



PAR 

R. LIOUVILLE 

ä PARIS. 



Abel a consacré quelques pages (Oeuvres, tome 2, 11° 5), å Tétude 
des cas dans lesquels on sait intégrer Téquation suivante, 

(i) i!/ + s)^ + p + qy + ry^ = o, 

oö p j q , r y s désignent des f onctions de x . 

Ce type d'équation8 différentielles, le plus simple de tous ceux du 
premier ordre, apres celui de Riccati, présente, pour cette raison, un vé- 
ritable intérét et, depuis les travaux d*ABEL, il a été, ä plusieurs reprises 
et sous des formes diverses, Tobjet d*assez nombreuses recherches. 

On peut, en ce qui le concerne, se placer å deux points de vue bien 
différents et presque opposés, selon que Ton s attaché ä reconnaitre s*il 
existe une intégrale, dépendant de y d*une fa^on indiquée, par exemple 
algébrique, ou bien ä trouver les caractéres essentiels de la relation établie, 
d'aprés la nature méme de Téquation proposée, entré Tinconnue y et la 
constante arbitraire qui sy trouve impliquée, abstraction faite d ailleurs du 
choix adopte pour la variable x, 

Voici comment on peut concevoir ce qu*il y a d*essentiel dans une 
relation de cette espéce: il est clair que, si la formule 

(O y = fip, c), 

définit, quel que soit c, une solution de Téquation (i), il est permis de 
substituer å ce paramétre une fonction ^{c)^ quelconque, ne renfermant 
pas x\ apres cette substitution, Vinconnue, y, conserve certaines propriétés 

Aela mathematiea. 2G bis. Imprlmé lo 27 aoAt 190*2. 
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inaltérées, parce que c*ost en fait une fonction de deux variablas; ces 
proprietés doivent etre regardées comme des caractcres propres au type 
d'équations diffcrentielles qu*on étudie; ils sont visiblement lies a la nature 
de ses invariants, mais, pour dccouvrir cette liaison si cachée, les moyens 
dont on dispose ne possedent jusqu*a present aucune généralitc. Tout se 
rcduit donc encore ä la diseussion de quelques oas particuliers, les plus 
nombreux et variés que Ton sache construire, afin de préparer des vues plus 
étendues sur la question. 

Cest ainsi que, dans le Mémoire cité, Abel déduit d'liypotliéses di- 
verses, relatives au multiplicateur, des oas d'intcgration, qui semblent méme 
d'abord former une suite indéfinie. J'aurai roccasion de donner un peu 
plus de precision ä ces resultats. 

D*autres, dépendant d*une analyse toute dififérente, ont été signalés 
dans des travaux plus récents ou le seront dans cet article. 

Je m'attacherai surtout ä faire ressortir ce qui est special au type 
d*équations dififérentielles dont il sagit. 

Enfin, j'aurai quelques remarques ä presenter au sujet d'une de ces 
équations, dont Tintegrale n*est pas connue et ne peut étre algébrique, 
bien que Ton en sache trouver une propriété simple et entierement explicite. 



§ 1. Invariants et forme canoni^^iie. 

Au sujet de Téquation générale (i), Abel démontre d'abord qu'elle 
peut étre réduite å la sui vante 

(2) — + p + qz^O, 

OU ä celle-ci 

(2') {P + ?^)^+^ = 0, 

p et q étant des f onctions de la seule variable x . Dans ce qui va suivre, 
nous adopterons une forme un peu difEérente. Si Ton établit entré Tin- 
connue délinie par Téquation (i), et une autre inconnue, Zy cette relation 

(3) y + ^ = 1^ 
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on reconnait sans peine que la fonction z est déterminée par une équation 
de cette espéce, 

(4) -£ + «i^' + 303^' + 3«8^ + a, = o, 

dans laquelle ötj , a, , . . . , a^ ne dépendent que de x\ c'est a cette forme 
que nous nous arréterons d'ordinaire, mais il va de soi que cette maniére 
de représenter les équations différentielles dont il 8'agit n'est d'aucuno im- 
portance. 

Le type (4) se conserve 1° quand on change la variable d'une fa^on 
arbitraire, la nouvelle, rCj, étant liée ä Tancienne par la relation 

2® lorsqu*on remplace Tinconnue, z^ par une autre, z^y qui lui est liée par 
la formule, 

(2) z = z^^ + ^ 

fp et ^ étant des fonctions quelconques de x, J'ai montré déjä (Comptes 
BenduB de TAcadémie des Sciences, 6 septembre 1886), que, pendant 
ces transformations, Texpression 

(6) S3 = a^a\ — a^a'^ + a\a^ — 3^1 a,a, + 2a\ 

est un invariant relatif, de poids 3, c'e8t a dire se reproduit, multipliée 
par (j\ et ne contient pas ip\ en outre, si s,«_i représente un invariant, 
de poids 2 m — i, il en existe un autre, donné par Texpression 

(7) «»m+i = «i5L-i — (2w — i)[a[ + i{al — aia,)]8^^^,. 

Celui-ci est de poids 2m -{- i et il est clair que les relations (6) et (7) 
permettent de construire des invariants absolus, en nombre aussi grand que 
Ton veut et de définir ainsi les caractéres essentiels de chaque équation 
analogue a (4), par une relation entré deux de ces invariants, (Comptes 
Bendus de TAcadémie des Sciences, 12 septembre 1887). 

En reprenant ces recherches pour Téquation (4) et les étendant a 
d'autres types moins particuliers, M"" Appell adoptait le méme point de 
vue dans son Mémoire Sur les invariants de quélques équations différentielles ^ 

Åeta nuUhematiea 3G bis. Imprimé le 7 aofit 1902. 8 
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(Journal de Mathématiques, tome 5, 1889). Il donnait alors le moyen 
de réduiro Téquation proposée ä la forme canonique, 

(8) g=r« + j(X), 

dont le seul coefficient variable, «7, est un invariant absolu. 

Toutefois ce n'est point ce que j'ai appelé un invariant proprement dit^ 
je veux dire qu'il ne se déduit pas de 0I1 , öf, , . . . , a^ par de simples opera- 
tions algébriques et différentielles ; il exige au contraire une quadrature. 
Par suite, quand les coefficients de Téquation proposce, (4), sont des fonc- 
tions algébriques de rr, sa représentante, (8), ne jouit pas, en general, de 
eette propriété. C*est pour éviter cet inconvénient que nous emploierons 
une autre équation canonique; voici comment on y parvient. 

Soit t = s\sj^ ^ un invariant absolu, qui sera pris pour la nou velie 
variable et soit j8?j, une inconnue liée a z par la relation 

(9) z = ^ — ^\ 

y^f a,8^ a. 

Un calcul des plus simples donne, pour Téquation différentielle transformée 
de (4), la suivante. 



(10) 


dz, , I / , , 1 — 3' 
dt ' T V- ' 3' ^' " 


dans laquelle, 




(lO 


rp 3*8*7 5*6 

si 



.+0=°' 



est un invariant absolu. L*équation (10) est canonique, puisque ses coeffi- 
cients sont des invariants absolus et il est clair qu'entro T et < il existe 
une relation, caractéristique pour chaque équation différentielle du type (4). 
A ce théoréme, qui apparait d'abord sur Téquation (10), équivaut celui 
que M*" Appell a démontré dans son Mémoire déj?i cité. 

Il y a des cas oii la forme (10) ne peut étre adoptée; il se présentent 
si f = o, t = QO ou T=o. Dans la derniére hypothcse, 

(12) 353^7 = 5sl 



Sur uDe équation différentielle du premier ordre. 59 

et, d*aprés Tidentité (7), ceci signifie que 

(■3)- T 'T' 

c'e8t ä dire t= Constante; quant aux preraiéres hypothéses (< = o , < = 00), 
elles sont des cas particuliers de la précédente. J ai montré ailleurs 
(C. R de TAc. des Se, 6 sept. 1886), comment alors Téquation (4) 
doit étre traitée; la propriété essentielle de son intégrale s'exprime, si Ton 
veut, de cette maniére curieuse. 

Si Ton introduit une inconnue nouvelle, Y, ainsi définie, 

(14) ^=d^^(^)' 

apres un choix couvenable de ^, il y a entré Y ei x, une équation de 
cette espéce 

(15) c/,{x, Y) + c/,{x, Y) + c/,{x, Y) = o; 

^1 j ^3 j ^8 sont des constantes arbitraires qui n*entrent pas dans fi,f,j f^ 
et, par suite, figuvent toutes trois, au premier degré seulement, dans Tinte- 
grale, (loc. cit., 6 sept. 1886). 

J^indiquerai, a la fin de ce Mémoire, § 4, toute une serie de cas 
présentant une grande analogie avec celui qui vient d*étre indiqué. 



§ 2. Cds iVintégration. 

Les exemples traités par Abel sont tous obtenus par une étude du 
multiplicateur. On suppose que Téquation différentielle, 

(16) zz' + p ■\' qz =^ o^ 

admette un multiplicateur, /i, dont le logarithme soit une fonction entiére 
de Zy les coefficients de cette derniére pouvant d*ailleurs renfermer x, 
Les conditions auxquelles cette fonction se trouve ainsi assujettie, quel que 
soit son degré, sont calculées sans peine et Ton semble posséder par ce 
moyen une serie indéfinie de cas d*intégration. En fait, c'est pour le 
second degré seulement que la forme explicite de Téquation (16) a été in- 
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diquée par Abel. En prenant g' = i, ohose permise si la variable indé- 
pendante est choisie comme il convienjb et posant ^ = - , on trouve que 
Téquation (i6) équivaut alors ä la suivante, 

(17) y'+^+3y' = o. 

Ses invariants / et T s'expriment ainsi, 

(jfi\ t — (^ -jx^—iixy p _ 4(a?' — 2X2703?^ — 45a;" — 24a;' + I) 

et sont lies par une relation qui caractérise Téquation (17); la courbe, 
dont t ei T sont les coordonnées cartésiennes, sera dite attachée å Téqua- 
tion différentielle proposée; on voit qu'elle est unicursale et du degré 10. 
Quand log fx est un polynöme cubique en z, soit 

(19) a + a^z + a^z^ + a^z\ 

a , ttj , . . . , a, , sont définies par le sy stéme 



(20) 



rfö- da. , da, , 

da 

+ «! — 2pa^ = o, 



dx 
00 j*ai fait q — — i. On en déduit 

(21) p' + 6kxp^ + ikp^ = o, 

la constante k étant arbitraire et Téquation (16) est ainsi donnée d'une 
fa^on explicite, si Ton sait obtenir p. 

J'ai donné ailleurs le moyen dy parvenir (C. R. de TAc. des Se, 
12 sept. 1887). Soit en effet, Y' = p: Y est déterminée par Téquation 
suivante 

(22) j^—6k^i^-zk = o, 

dérivée d'une équation de Eiccati fort simple, 

(23) ^— sÄTic' — 3*7 — 3Ä = o. 
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Celle-oi se raméne å Téquation linéaire 

(24) ^. + qku{kY + Ä) = o, 

dont les solutions s'expriment, comme il est bien connu, par des intégrales 
définies. 

L*équation d'ABEL peut alors étre représentée ainsi qu'il suit 



m 



Is?; 



avec la relation (24) pour déterminer u et la courbe qui lui est attachée 
est manifestement transcendante. 

Qoant ä Téquation anxiliaire (21), ses invariants t et T sont des f onc- 
tions rationnelles de k^x^\ il est facile de les calculer et la courbe attachée 
est nnicursale et du degré 8. 

Si Ton voulait poursuivre ces recherches, il faudrait d'abord imaginer 
que log /I est un polynome du 4° degré en z; on trouverait alors, pour 
définir p, une équation différentielle, du second ordre, non linéaire et bien 
plus compliquée que Téquation (16). On ne peut donc obtenir explicite- 
ment aucune des équations du type (16), auxquelles appartient un multi- 
plicateur de la nature indiquée. Les cas suivants sont plus complexes 
encore, en sorte que les équations différentielles (17) et (25) doivent étre 
regardées comme representant toutes celles qu'il est posaible d'étudier dans 
la serie indiquée. 

Les autres hypothéses, faites par Abel au sujet du multiplicateur, 
lui donnent encore deux cas d 'integration; ils correspondent å ces équations, 

/ ^\ f 4y* 4y*(«' + O' , 4y' 4y' r/ a • \« 4i 

(26) y' — ^ 52Li__^ = o, y' — ^ ^[(^ + O — ^^], 

dans lesquelles c désigne une constante arbitraire. Leurs invariants s'ex- 
priment par des fonctions rationnelles de x et le degré de la courbe attachée, 
toujours algébrique et unicursale, est assez élevé. 

J'ajoute un cas analogue ä celui de Téquation (21). Considérons 
réquation différentielle 

(27) y' 4. (3ma;' + 4m\ + mjy" + 3xy^ = o, 
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(lans laquelle m et w», sont des coDstantes å volonté. Si Ton introduit 
une inconnue nou velie, Y, en posant 

dY 



dx 



= y, 



on change Téquation précédente en une autre, du second ordre, qui peut 
ainsi s'écrire 

d*x dx 

or elle est visiblement identique ä celle-ci, 

d rdx 3»' 1 fdx 3»' 



, . d rdx 3»' 1 , \dx 



zmx 



m^ =o, 



dont Tintégration s'aper9oit d'abord: elle est donnée par la formule, 

(30) ^v — ^ 2ma; = —'— 

^ ^ dl 2 2m 

la transformation 

2 d loir w „ ,, 

^ = — 3-df-' «""' = ^ 

change Téquation précédente en une autre, linéaire et du second ordre, 

/ N 5^'W I du , 3ti / , v 

(II) ^V + 3^di;+rm*('' + '"') = °' 

d*étude facile, qui définit des transcendantes spéciales. 

A réquation différentielle (27) est attachée une courbe unicursale, du 
degré 25. 

Dans son Mémoire déjä rappelé, M*" Appp:ll a signalé un nouveau 
mode d'intégration; le procédé employé par M"" Appell consistait å permuter 
la variablo et Imconnue dans une équation différentielle du type (i') et 
ä la ramener ensuite å la forme (4), adoptée dans ce travail, ä Taide de 
la substitution (3). Quand la permutation indiquée est faite dans une équa- 
tion du type (21), par exemple, Tintégration est immédiate et c*est ainsi 
que se trouve résolue Téquation différentielle, 

(3^> |-^'-¥=°. 

a laquelle est attachée une courbe unicursale du lO** degré. 
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Enfin, dans deux Communications ä TAcadémie des Sciences, 
Halphen a étudié Téquation 

.v dy ^ 3y(y + l) — ^x 

^33J dz x(Sy — I) 

et montré comment elle s'intégre, soit a l'aido des fonctions elliptiquos, 
soit méme sous forme algébrique. Les rapports de cette équation avec la 
multiplication de Targument dans les fonctions elliptiques et Télégante 
discussion d*HALPHEN lui donnent un intérét tout particulier. Ce sont 
ces rapports méme qui founiissent les elements nécessaires ä son étude. 
Il est facile de lui donner la forme (4), en posant 

(34) A^ — zy(y + O =;; 







ce qui implique 

(35) %- 3y(y + i){^y — iW - 2{^y + ly = o. 

La courbe attachée est unicursale, du degré 25. 

Une importante propriété de Téquation d'HALPHBN consiste en ceci, 
c'est qu'elle se change en elle-méme par une infinité de substitutions ra- 
tionnelles. 

A ce point de vue, on en peut rapprocher une équation quo j'ai 
signalée ailleurs et qui mérite, semble-t-il, une étude plus compléte; le pa- 
ragraphe suivant lui est consacré. 



§ 3. Examen d^une équation partieultére, aduiettant une 

tranafor mation rationnelle en elle-niéme, mals 

aucune tntégrale alyétrriqu-e. 

L'équation dont je veux parler est la suivante, oil n, , n,, sont des 
paramétres arbitraires, 

(36) j^ + 2y\n]x'' — nlx) + ^n^y^ = o. 



04 R. Liouville. 

Si Ton introduit une inconnue nouvelle, F, dVprfes Téquation — = t/, 
elle devient celle-ci, 

(37) d^.— 3^ ^— 2{nW — n\x) = o, 

du second ordre et d*une catégorie pour laquelle a été indiquée une trans- 
formation spéciale, {Sur Jes invariants de certaines équations différentielleSy 
Journal de TEcole Polytechnique, 59 cahier, 1890). Soit en effet, 
iTj, une variable nouvelle ainsi définie, 

(38) ^ + Wjic' — n.x = 2n^x]] 
on trouve d'abord 

(39) 5Y=K^+^)^n 
et, comme conséquence, 

(40) ^ — 3»j ^ — 2 (w?a?J — nlxi) = o. 

ctx I 

Ayant donc pris -ry = — , on en conclura 

•fl 

(41) ^' + 2y?«^J — wJ^i) + 3w,y? = o, 

ce qui est, sauf les notations, Téquation proposée elle-méme. On en déduit 
ce théorfeme: 



L'équation 



^ + 2y\n\x' — nlx) + 3w,y' = o 



se change en elle-ménie par la transformation, 

(42) I + n.x^—n^x = 2n,rr», -L- = n,rr + n„ 

y ^tifi 
qui détemiine, pour x et y, des fonctions rationnelles de a;, , y^ , 

Gette propriété engage ä rechercher si Téquation (36), dont la solu- 
tion n'est pas jusqua present connue, admet une intégrale algébrique, 
Gest ce point que je vais maintenant étudier. 
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H est clair d'abord qu'une telle intégrale, si elle existe, peut étre 
regardée comme rationnelle en x ei y, J^omets les preuves de cette proposi- 
tion, car elles dépendent de principes qui sont bien connus. 

Soit donc 

(43) — = constante, 

cette intégrale, R et S étant des polynomes entiers en x et y. L'équa- 

tion différentielle, å laquelle elle satisfait, posséde une homogénéité parti- 

culiére: lorsqu*on y remplace y par ky, x par k'^x, n^ par n^k, sans toucher 

a ttj, elle demeure inaltérée. Il est alors manifeste que Ä et S peuvent 

étre choisis de maniére a presenter la méme homogénéité. J'écrirai, pour 

abréger, 

2nJ = — fl 

et, d*aprés ce qui précéde, R et S peuvent étre développés selon les puis- 
sances entiéres et positives de fx, de cette maniére 

(44) R = R, + R,fx + ..., 8=S, + S,fx + ...; 

1^0 i • • • > '^1 y • • • ^^^* encore des polynomes entiers en a; et y. Pour dé- 
terminer les premiers termes de ces développements, je remplace fi par zéro 
dans réquation (36), qui devient ainsi la suivante 

(45) -£— 2nlxy' + 3n,y' = o. 

Celle-ci s'intégre sans peine; il suffit de poser 

(46) n^xy = z 
et Ton trouve ainsi 

^4.7^ ^-^ ~ = constante G. 

v^n e(z — i) 

Par suite ^ dépend uniquement de Texpression 

X(2Z — I)' 

homogéne et de degré egal ä i ; ce doit en étre une simple puissance, 

Äeia matkmatiea. 26 bis. Imprimé le 7 auAt 1902. 9 
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puisque -^ doit étre, nous Tavons vu, ratioDnelle en x et z et homogéne. 
Ainsi 



(48) 



S^ z^(z —\f' 



N étant un nombre entier, qu*on peut toujours supposer positif. Mais 
-^0 > ^o> ®^^* ^^^ polynomes entiers en o? et y, de sorte que 

(49) i^o = aJ^(2^ - ir, S, = ^''{S - i). 

Comme R = o doit donner une solution particuliére de Téquation (36), 

(36') 'di~^j'^f^' + ^^''^) + 3^2^' = o, 

une identité semblable å celle-ci, 

(50) 3- + ~ [y\(^^ + 2n^,a;) — zn,f] = XB, 

est vérifiée, A et 2J representant des polynomes entiers en /i. Le premier 
membre de cette équation est, å Tégard åe fx^ de degré plus élevé que le 
second, d'une nnité et Ton en conclut que le développement 

se réduit a ses deux premiers termes, c'est ä dire å ^ + Åifx; de plus, jB 
est homogéne et du degre N; les deux membres de Téquation (50) sont 
aussi homogénes et du degré ^ + i ; il en résulte que A lui-méme est 
homogéne et du premier degré. Comme d*ailleurs 

(51) § + §[2»Ja;/-3n,y'] = AoÄo, avec R^ ^ x''{2z- iy\ 
on en déduit 

N{2z-iy 

(52) Ao= • 

Un calcul semblable, fait au moyen de So, ne fait que confirmer cette 
expression. 
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Quant å Téquation différentielle proposée, en y introduisant k h, 
place de y, elle devient 

(53) S -++§•] +3''— o- 

D'apré8 cela, voici Téquation satisfaite par un terme S^ qaelconque, du 
développement de S, 

(54) !«= + »(»-1x2.- O gg; + ?!5!^ ^ )^s, + )i,s,_,. . 

w*ry dz ^ X dz * n\ dz M) » I 1 II 1 

De plus, å cause de Thomogénéité, 

(55) S, = x'\ff,, Ai = ylia; 
et A^ , 0; ne dépendent plus que de z, Ainsi donc 

(56) g(g-i){2,-if-^-[N{2z-ir-2n]c,-M,_, + 'y-^ = o. 
Si 8^_i est le demior terme de S , tr^ est nuUe et il reste 

(57) ^;:i:^-T-=°- 

Or <r„_, est une fonction entiére de z et, comme ^* , d*aprés Tégalité 

précédente, est oncore un polynAme, il ne peut y avoir, dans ö;_i, aucun 
autre facteur que js lui-méme. Soit donc (r^_i = a„_i£f* , a„_, étant une 
certaine constante et n', un nombre entier positif ; nous en devrons conclure 



n'z* 



(58) A = ^ 

Voici mainteoant Téquation différentielle satisfaite par i?,, 

Le degré d'liomogénéité de i?, étant — (-^^ + 2), je puis le représenter ainsi, 
(60) It^ = P^^''^'' , 
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^j ne dépendant que de z, Cette derniére fonction satisfait ä Téquation 
suivante 

(6i) z{z-i){2z- ^)^^ - p^[N{2z - iy-{N+ 2)] 

dont tous les termes sont divisibles par 2z — i , excepté le produit {N+ 2)p^j 
au premier membre. 

Il faut donc admettre que p^ est divisible par une certaine puissance 
de 2z — I ; soit 

a, désignant un nombre entier positif. L*équation (6i) devient ainsi 
(62) z{z-i){2z-ir^^'^-^+{2z-iy'p,,[2a,eiz-i)-N{2g-iy+N+2] 

=(2^-ir-{(2^-0A-^]- 

Cela étant, si a^ était supérieur å 2N — i, tout serait, dans Fidentité 
divisible par {2z — i)*^"* et, ]a division faite, 2z — i resterait en facteur 
dans tous les termes du premier membre; il n'en pourrait étre ainsi pour 
le second. Si a, était inférieur a 2^ — i, apres division des deux membres 
par {2Z — i)"*, il faudrait conclure que 

PiÅ2a,z{z— i) — N{2z— ly + N+ 2] 

est encore divisible par 2Z — i, ce qui est impossible, puisque 2z — i ne 
divise plus />, ^ et, pour a^ < 2^ — i, ne peut non plus diviser le trinöme 
entré parenthéses. La conséquence est 

ttj = 2N — I, 

ce qui change Téquation (62) en celle-ci, 



(63) Z{Z- 1){2Z- l)^-^- 2p,,{z'-Z- I) = {2Z- l)/l. -^ 

On en dédoit 

t^ \ g(2» - I)° 

(64) Pui - ,.(, _ if ' 



3 
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avec 



(65) H=J 

Soit, pour un instant 



z{z — l)Ajdz 4N . 


/«*(» — i)cfe 


(2. ~ I)' «; J 


' (2a !)• 


.-/+i. 





de sorte que 

(66) Ä - ; w' ''.*■ -y ^ t(v ^ ■^- 

La premiére des deux intégrales qui entrent dans cette formule 8'exprime 
encore ainsi, A[ , A", ... désignant les dérivées successives de A^, 




2' I 48a" "'" i6«'* "^ J v I 48/ z" \ ' 



Or 



Le logarithrae, 8*il y en avait un dans H, proviendrait du demier terme 
de réquation précédent, oil il aurait pour coefficient 

et de la seconde intégrale que contient ^, oil il entrerait multiplié par 

N . 

-^-^. Aucun logarithme ne pouvant subsister, tous calculs faits, dans J?, 

il faut que 

\ 4o/(*'-o) w, 

2ti' 

Mals, /Ij étant donné par la formule (58), /IJ^ = o, yl'/ = — ^ , en sorte que 

ti, 

n' = 2N, c'e8t ä dire 

(70) ^1 = -ZT^ • 
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Ceci permet de simplifier Téquation (65), qui devient 



(70 



•^ n\J (22— !)• 2»n; / 8" 



L'mtégration en est immédiate et introduit une constante arbitraire ; Tex- 
pression de H, qui en résulte, multipliée par 



2*. 



(--:) 



s > 



doit doDner le polynome entier, />,|. Or on reconnait sans peine que le 
produit de z'^ par Tintégrale 



(,..-i)(.-.i)-.. 



«'« 



est un polynome que ne divise pas z'^ , ce qui implique contradiction. 

L'équation diflférentielle proposée n*admet donc aucune intégrale algé- 
brique. La courbe qui lui est attachée est une des moins compliquées 
qui se soient rencontrées jusqu ici. 

Lorsqu*on y prend T et r = - pour les coordonnées cartésiennes, c^est 

une cubique unicursale, définie, si Ton veut, par les équations 

ou par celle qui en résulte, apres Téliraination de w. Gette derniére est 
facile å construire d*aprés les propriétés mises en évidence par les rela- 
tions {^2). 

L'équation -p + 2y\n\x^ — n\x) -f in^y^ = o ofifre cet intérét, c^est 

qu*on en connait une propriété simple, celle de n'étre point altérée par 
les substitutions rationnelles (42); cependant son intégrale né peut étre 
algébrique, en sorte qu*elle définit une transcendante, vraisemblablement 
nou velie. 
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Ses seuls points critiques correspondent aux valeurs infinies de x et 
aux valeurs, o?^, de cette méme variable, qui rendent Tune des solutions, 
y, infinie. Auprés des dörniéres, deux solutions présentent cette singxdarité; 

leurs produits par {x — xj'^ sont des series, d'abord convergentes, dévelop- 
pées selon les puissances entiéres et positives de x — x^, 

Les formules (42), oil Ton regarde x^ et y^ comme les variables pri- 
mitives, montrent que tous les points critiques å distance finie correspondent, 

soit ä a?j = o, soit ä x = . Leur distribution dans le plan, pour 

chaque solution particuliére, est ainsi rattachée par des formules commodes 
aux valeurs que refoit, en un point ordinaire, une autre solution, liée ä la 
premiére d*une fa^on connue. 

On peut rapprocher du cås précédent celui d'une équation du second 
ordre, qui se change aussi en elle-méme par des substitutions qu*on sait 
calculer. 

Voici d'une fa^on precise, la proposition dont il sagit, que je me 
borne å énoncer. 

>L*équation différentielle 



^■-'»•-1(7-'^-)=°. 



quelle que soit la fonction de x désignée par a, se reproduit, si Ton remplace 
y par une nouvelle inconnue 



ainsi déiinie. 



i 



y' + —y' + -^ = yla . 



v/2 



H est manifeste que la méthode employée dans ce paragraphe est 
susceptible de s'appliquer, sans modifications essentielles, a des exemples 
tres variés. 

Je Tai employée notamment pour étudier ce qui correspond a Tune 
des relations les plus simples qu'on puisse établir entré T et r, (exception 
faite de T= o, déjä traitée), je veux dire le cas défini par Tégalité 

(73) Tr=aT 



72 R. Liouville. 

a désignant une constante. L'équation difEérentielle est alors celle-ci 

(74) di— ab+-^7-y + iJ = °- 

En y substituant - et - , au lieu de a; et j/, on voit d'abord qu'elle peut 
s'6crire 

(75) ^^.'»'il— [3y' + {/i — 3ax)xy + ifi'x] = o; 

le paramfetre fi joue ici le méme röle que dans Téquation (36') et permet 
une analyse toute semblable. Malgré la simplicité apparente de la relation 
(73), j'ai pu me convaincre ainsi qu*il n'existe pour Téquation (74) aucune 
intégrale algébrique. J^omets, pour abréger, les preuves de cette proposition. 
Quant a la recherche des transformations telles que (42), elle est 
analogue ä celle des intégrales algébriques, mais constitue en general un 
problfeme plus compliqué, que je ne veux point aborder dans ce travail. 



g 4. Nouvelles integrations. — Idens qui existent, entré les équa- 
tions différentielles proposées et certai/ns systémes linéaires. 

Kun des cas remarqués d'abord dans Tétude de Téquation différentielle 

(76) ^ + ay + iay + 2>%y + a, = o, 

est, on Ta vu, celui qui correspond ä Fhypothése t = constante, ou bien, 
ce qui est la méme chose, T = o. L'intégration résulte alors des relations 
que présente Téquation proposée avec un systéme d^équations linéaires qui 
lui est associé, (§ i, in fine). 

Les cas, auxquels est consacré ce paragraphe, doivent étre rapprochés 
de celui-lä, mais leur complication est beaucoup plus grande. Voici com- 
ment on y parvient: 

Soit z une fonction de deux variables, x ei y et, d'une fa^on générale 



z 



(»•.*) _ 



ir^nk^ 



dX* dij 
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Tune quelconque de ses dérivées partielles. Je considére trois équations 
linéaires, aux dcrivées partielies du troisieme ordre, 



{77) 






ayant 7 solutions commiines distinctes, tous les coefficients p^^i , . . . , p'ti , . . . , 
pJ'o, ..., dépendant uniquement de la variable x. Si j'établis entre cette 
variable et y une relation quelconque, z ^ z^^'^^ ^ z^^'^^ ^ ..., deviennent des 
fonctions de x^ entre lescjuelles sont établies en particulier les équations 
suivantes. 



(78) 






apres qu'on a pose, pour abréger, 



(79) 



( Ä3.0 = — chf + 2i)^,,dxdy + pj.o^/x', 22,.,. = 2p,idxdy + i;;.irfrr^ 

S3.0 = Pz.ody'' + 2Pz.odxdy + p^^dx"", 
St.i =Pu(¥ + ^Pud^dy + Pudx''; 



tant que la liaison entre x et // reste arbitraire, il n^existe, entre z ^ z^^'^\ 
/^•^^ et leurs diflférentielles des deux premiers ordres, aucune relation qui 
ne contienne aussi z^^'^^\ mais le contraire est vrai pour un choix con- 
venable de la liaison supposce entre x et y] a, , ot.^ , ^^j , jS^, representant 
des multiplicateurs, déterminés de cette maniére. 



(80) 



«! {^\.i — d^x) + cu, 72,,., — [i^dx = o, 
«! (-^Vi — f^V) + «2(^'i.i — '^'J") — /?i dy—^^dx = o, 



. «! Sj,o + a..(/?,..o — </V) — i^idy = o, 

jAe<a mathematiea, 2> bin. Imprirné le IS aout 19c)2. 



«l*S's.o + <^2^3.0 = O, 
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il est satisfait a cette équation, 

(8 i) a.d^é^'-'^ + oi.il^z'''^ + Bdi'-'' + Msf''^ + Z (a^i?,,- + a, 5,,)/*^ = o, 

qui est bion de Tespéce deraandée. Comme d^ailleurs les éqiiations (8o) 
sont homogénes et linéaires, il en résulte 

(82) {R,,dy + S,,,dx){(lxdhj — dyd'x) + 7i,.o ^o., — B,, S,^,)dtf 

+ {KoS^,i — RuiS,^o)dxdy + (Ä3.0ÅV0 — ^2.0^3.0) rf^' = o,^ 

ce qui est, pour y, une équation différentielle, du second ordre. On voit, 
d'aprés (79), qu^elle exprirae dxd^y — dyd^x par une fraction rationnelle, 
dont le numérateur est un polynAme, du 6° degré, homogéne, en dx , dy et 
le dénominateur, un polynome du 3° degré. 

L'équation (82) se réduit évidemment au premier ordre, si Ton écrit 

-7^ = v. Cette substitution faite, s il arrive que le dénominateur divise 

exactement le numérateur, tous deux étant regardés comme des fonctions 
entiéres de v, cette inconnue se trouve définie par une équation du type 
(76). Nous allons voir comment sa signification méme en fait connaitre 
un mode d* integration. 

Et, d'abord, le systéme (77) s'integre sans peine. Soient P^,- , Pj[. ,-,... , 
des quantités définies par les relations 



(83) 



+ (Pi.2 — Pi.OPi.t + {P\.x —P'2.o)Pk.i = o; 



les trois équations aux dérivées partielles dont il sagit, ayant 7 solutions 

communes, équivalent au systéme suivant d^équations différentielles totales 
linéaires, 

L (l+i:^2) J L (t+*^2) J 
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(84) { d/o.i) + r/o")^),., + .J^ P,J''^dx — i'*^di, = o, 

<?^(oi)_^oi)</^__^(o.J)(;y _ o, 

Imaginons que ces équations soient ajout«es, apres multiplication par des 
facteurs, A, , A, , . . . , Aj, o ti n 'entré pas y. Ceux-ci peuvent étre choisis de 
maniére a vérifier Tidentité, 

(85) ^ Ui^^"'' + ^"^'"^ + 'ij^^''^ + /4^''" + ^^''•'" + ^^■"" + A,^] + m = o, 
dans laquelle t» est une constante. Il s'ensuit, a cause de (84), les identités, 

(86) A,P, „ + A,^;.o + A,2),.o + »t/g — A, = o, 

A, Po + A!il>i + ^zP» + ^»^7 = o. 

qui font connaitre, non pas les quantitds A, , . . . , A; , mais leurs rapports 
a Tune d'elles. Celle-ci méme est déterminée, si Ton veut que la condition 

(87) r U-?^"" + A,«'*") + A»^"" + A,«(«-*' + AjÄ^'») + A,^^''^ + Å,2] = o, 
soit remplie; de cette deruiére il résulte en effet 

(88) g=A.P;., + A,i);:„ + A,2>;.,+ A,2J,.o, ..., ^^A.PJ+AjK + Vi+^i'*. 

Or le systéme proposé, {7'/)y ayant sept solutions distinctes, il est clair 
qn'il peut étre satisfait a la fois aux équations (85) et (87), en sorte que 
les relations, entré P^^, . . . , pi'», et leurs dérivées, déduites de eet ensemble, 
sont précisément celles qui assurent Tintégrabilité de ce systéme. 
Soient 

m' + m^Pa.o + w'P,.o + mP,.o + Po = if ", 

^»'A.o + wt^Pa.o + wp,.o + l>o = -M'; 



= o, 
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les équations (86) ont pour conséquence celle-ci, 

(89) P0.I , Po.^ + ^^ , i^O.2 

^»P,.i + Po., , m2);.i + pi, , m' + mih.x + Poa 

qui est algebrique en m et du septiéme degré. Le coefficient de la puis- 
sance la plus élevée de m est Tunité; tous les autres doivent étre aussi 
des constantes, d'ailleurs arbitraires, ce qui donne sept équations; sept 
autres s'obtiennent d*une fafon semblable, en substituant, dans les relations 

(86), différentiées, les expressions (88) de — ^, ..., — . Les nouvelles con- 
stantes qui s'introduisent ont les mémes valeurs que les précédentes et Ton 
a par ce moyen toutes les conditions d'intégrabilité du systéme (77), sous 
une forme qui présente des avantages particuliers. 

La conclusion de cette analyse est que Tinconnue z s'exprime par 
une formule de cette espéce, 

(90) z= T c,C(rr)e--% 

fHj , m^ , . . . étant les racines de Téquation (89), les d des fonctions qu^on 
sait construire, et les c,- des constantes arbitraires; z^^''^\ . . , , z^^'^\ sont 
données par des formules analogues, qui s'en déduisent. Je suppose 
maintenant que les équations (77) ne soient pas données, mais seulement 
réquation différentielle (82), qui leur est associée. Celle-ci ne changerait 
pas, si z était multipliée par une fonction donnée quelconque, c'est un 
point que met en lumiére sa definition méme. Je puis donc faire que le 
déterminant, ^, des solutions du systéme (84) soit une constante et, comme 

(91) rflog^" + (P;.o + P'2.0 + P'iA + PÖMx + (P3.0 + p^,^ + pi,)dy = o, 

c^est établir les deux équations 

(92) PJ.o + Pi.o + P\.x + Po'.^ = o, Ps.o + P11 + Po = o ; 

elles remplacent, avec Thypothése d apres laquelle dd s'évanouit, Fune des 
sept premiers conditions d'int*grabilité. Mais cells-ci, jointes aux deux 
relations précédentes, permettent de calculer P30, ^.0 > -PJ'© ^^ p^,, pi^, pi',, 
pour i + Ä inférieur ou egal ä Zy étant donnés les coefficients qui figurent 
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dans réquation (82), si par exemple ;>o)Po»Po'> sont déjä nuls, ce que je 
vais supposer. 

Il est ainsi assoeié, a Téquation (82), un systéme linéaire (77), dont 
la déterraination est coraplete. Il reste ä vérifier les demiéres conditions 
d'intégrabililé, dont le nombre est rcduit ä six par les hvpothéses faites 

Cela fait, jo dis que 1 équation (82) peut étre intégrée sans peine. 
EUe implique en efiFet la relation (81), dans laquelle z^^-^\ z^^'^^ et z sont 
maintenant connues et represen tées par des formules analogues a (90). 
Celle-ci constitue donc, entré x , ?/ et ses deux preraicres dérivées, une 
équation contenant, d'une fac^on linéaire et homogene, sept constantes arbi- 
traires. EUe comprend toutes los solutions de Téquation différentielle pro- 

posée et Ton peut d'abord, a laide de cette derniére, en éliminer 7-^; elle 
reste ainsi rationnelle a Tégard de -j- ; mais Téquation dont Tagissait est 

celle, du premier ordre, qui se déduit de (82) par la substitution ;.- = v. 

L'intégrale de celle-ci résulte des considérations précédentes. Il suffit en 
effet de différentier cinq fois Téquation (81) et d'en faire disparaitre les 
dérivées de y, d'ordre supérieur a Tunité, a Taide de Téquation différentielle 
elle-méme, (82). On a ainsi construit un systéme de six équations linéaires 
et homogénes entré les sept quantités c,e""*'; leurs coefficients sont des 
fonctions de x et de v, rationnelles pour cette derniére variable et, comme 
Texpression 

est une simple constante, il suffit dy remplacer les facteure c^e'"**', dont 
les rapports seuls y figurent, par les valeurs proportionnelles, qui fait 
connaitre le systéme indiqué, pour obtenir Tintégrale cherchée. Le cas oö 
Tune des racines m est égale a zéro ne fait pas exception et n exige méme 
en general aucune modification essentielle des calculs précédents. 

Si les différences de trois racines wj^ sont des nombres rationnels, 
Tintégrale obtenue est algébrique a Tégard de Tinconnue v, mais son degré 
est d'ordinaire fort élevé. 

J'ajoute qu'il est facile de former effectivement des équations diffé- 
rentielles de Tespéce qui vient d'étre étudiée, car il est visiblement possible 
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de former des systémes, tels que (77), ayant 7 solutions communes distinces 
et nous avons montré comment s^en déduit réquation (82). 
Quant å celles du type proposé, 

(93) ^ + ay + 3^^ + 3^3^ + ^4 = o, 

nous les avons vues apparaitre quand Texpression B^^^dy + S^^dx divise 
exactement celle-ci, 

(94) (B3.o5o.2-i2o.2S3.o)%'+ {Rz.oSi,,-R,,^S,,o)dxdij+ {R,^,S,,o—R2.oSzo)(^^''y 

Mais il reste ä voir comment, Téquation (93) étant donnée, on y peut 
rattacher une équation (82), remplissant s'il est possible les conditions déjä 
mentionnées. 

rtj , a^ , . . . , a^ étant des fonctious connues de x, tous les coefficients 
Pt.iy Pk.i i Puy dans lesquels i -{- k est egal a 2, sont exprimés, par suite de 
la divisibilité supposée, au moyen de p^Q , p'^Q , p'/o . Ces derniers coeffi- 
cients, en méme temps, qu*une relation invariante entré ör, , a^ , . . . , <^4 , 
résultent des conditions d'integrabilité auxquelles le systeme (77) est assujetti 
et réquation (82) est^ainsi déterminée d'une fafon compléte. On peut donc 
toujours vérifier si une équation différentielle donnée, du type (93), corres- 
pond å un systeme (77) intégrable et construire, lorsqu'il en est ainsi, 
Texpression 

(95) Rz.ofiy+ S,,o(f^, 

sorte de multiplicateur qui permet de lui donner la forme (82) et, comme 
conséquence, de Tintégrer. 

Des considérations semblables s'appliquent, sans difficultés nouvelles, 
ä toute une serie de cas, dont le précédent est le plus simple; mais les 
calculs qu^ils exigent sont trop longs pour presenter une utilité véritable; 
leur existence est, pour la théorie des équations différentielles du type (4), 
le seul point qu^il importe de connaitre. 

S* Mande, le 30 décembre 1901. 
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SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE D'UNE SERIE DE TAVLOR 

PAR 

HELGE VON KOCH 

å STOCKHOLM. 

La question de trouver une expression general e pour le prolongement 
analytique d'une serie de Taylor en dekors de son cercle de convergenee, 
abordée en 1896 par M. Bouel Ti Taide de sa méthode de sommation 
exponentielle, a fait dans les demieres années des progrés considérables \ 
grace surtout aux recherches de M. Mittag-Leffler ^. 

Le théoréme fondaraental dcmontré par M. Mittag-Leffler, qui est 
le resultat le plus complet obtenu jusqu* ä present sur ce sujet, peut 
s'énoncer de la maniere suivante. 

Soit 

une serie de Taylor convergente dans le voisinage de ^ = a; on peut 
former avec les coefiFicients c — et cela de plusieurs maniéres différentes 
— une serie de polynomes S{z) qui a Tintérieur de Tétoile principale A 
appartenant aux coefficients c' converge et représente la branche uniforme 

^ On trouve un exposé des priDcipauz travaux se rapportant h ce sujet dans les 
livrés sui vants: 

• 

BoREL, Legons sur les series divergentes; Paris, Gauthier-Villars, 1901 ; 

Hadamard, La serie de Taylor et son prolongement analytique; Paris, C. Naud, 190 1. 

' Sur la representation analytique d*tme branche uniforme iune fonction monogéne: 
Acta MatLem.; t. 23, p. 43; t. 24, p. 183 et 205. 

• Pour la definition de Vétoile^ voir le mém. cité de M. Mittag-Leffler (voir 
notamment Acta Mat b. t. 23, p. 47 ou t. 24, p. 183 et t. 24, p. 200). 

Un point z est, par definition, situé k Vintérieur de ^ si le prolongement ana- 
lytique de ^(^1 a) obtenu en sui vant le cbemin rectiligne entré les points a et z est 
hohmorphe tout le long de ce cbemin. 

26 bis. Imprimé le 18 aoAt 1902. 
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f{z) de fonction analytique définie par rélément 5J?(j2;|a) et par son pro- 
lonj^ement analytique ä Tintérieur de A, 

Kétoile principale étant un eontinuum Vimité (sauf dans le cas parti- 
culier oä la serie ^{z^a) converge pour toute valeur de Targument) et les 
expressions S{z) de M. Mittag-Leffleh cessant, en general, de converger 
ou de représenter f{z) sur la limite de J , on doit se proposer, pour les 
points appartenant a cette liraite, une question analogue ?i celle qua 
proposé Abel (Journal de Crelle, t. 2; Oeuvres complétes, Edition 
Sylow-Lie, t. i, p. 618), concernant la valeur que prend f[z) en un 
point appartenant au cercle de convergence de la serie 5p(-2:|a). 

La question que nous avons en vue peut se formuler de la maniére 
suivante : 

Quelle valeur prend la branche f{z) en un point appartenant å la limite 
de Vétoile principale? 

L'objet du present travail est de résoudre cette question pour une 
partie L de cette limite qui sera définie au § 3. 

Le resultat final auquel nous arrivons au § 3 peut s^énoncer ainsi: 

On peut former avec les coefficients c une expression qui converge et 
représente f[z) nan seulement å Vintérieur de Vétoile principale^ mais aussi 
en tout point de L ou f{x) est liolomorplie, 

Pour éclaircir des maintenant cet énoncé par un exemple, considérons 
le cas ou f{z) est méromorphe dans tout le plan; dans ce cas L n'est 
autre que la limite compléte de A^ et notre expression fournit la valeur 
de f{z) dans toute Vétendue du plan (les pöles étant seuls exclus). 

Dans le dernier paragraphe, nous montrons comment les expressions 
obtenues sappliquent ä la recherclie des points singuliers situés dans le 
domaine considéré. 

§ 1. IJémonstration d^une formule fondamentale. 

1. La méthode que nous allons employer repose sur la propriété 
suivante de la fonction exponentielle : si x et s sont des nombres réels et 
positifs on a 

(i) lim x'^'' = I _i 



t— ao 
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selon qne x est différent de un ou egal ä un; plus généralement, si a et t 
désignent des polynömes en s prenant des valenrs positives dés que s est 
suffisamment grand, la fonction 

E{x , s) = x^e"''' 

jouit de la propriété 

(2) lim E[x , 5) = ^_i 

selon que 

4= I 

X 

= I 

et pour les dérivées de cette fonction par rapport ä rr on a aussi 

rf* 

(3) lim -,-^. E(x, 5) = o a-=i,2,8,...) 

pourvu que 

a; 4= I ; 

quant aux valeurs que prennent ces dérivées pour x = i nous n'en aurons 
besoin que dans un cas particulier qui sera étudié plus tärd. 

A cöté de ces propriétés, nous aurons besoin de la remarque suivante: 
si s est réel et positif et que z désigne une variable complexe, on a 



lim ^e""* = o 



« = ao 



et plus généralement 



lim E(z y s) = o 



S—CO 



z\< I . 



tant que 



Dans tout ce qui va suivre, la lettre s désignera un nombre entiei' 
et positif. Si u est une fonction de 5, le symbole 

lim ti 

désignera toujours la limite vers laquelle tend u quand s augmente indé- 
finiment en parcourant la suite des nombres entiers et positifs. Enfin, 

Ada mathemoUiea, 26 bis. Imprimé le 18 aoftt 1902. H 
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(T et T désigneront deux polynoraes doiinés en s assujettis ä la seule con- 
dition d^étre égaux a des nombres positifs entiers quand s est positif et 
entier. 

2. Considérons une serie de Taylou 

(4) r^ + c,z-\-cy+ ... 

coiivergeiite dans le voisinage de rorigine; il existe toujours un nombre 
positif R tel que la fonction fiz) détinie dans le cercle |^| = jR par pro- 
longement analytique de la serie proposée, jouisse des deux propriétcs 
suivantes : 

1° f(2) est méromorphe k Tintérieur du domaine 

(5) \z\<R\ 

2° tous les points singuliers de f(z) dans ce domaine sont situds sur 
la partie positive de Taxe réel. 

Dans eerttiins cas, la valeur maximum qu'on peut donner a R coincide 
avec la valeur du rayon de conver^enee de la serie donnée; c'est ainsi, 
par exemple, de la fonction log ( i — z) qui cesse d'étre uniforme dans le 
voisinage de -? = i . Dans d'autres cas, au contraire, R peut avoir des 
valeurs plus grandes; par exemple, si la fonction définie par la serie (4) 
n'a d'autres singularités que des poles situés sur la partie positive de Taxe 
réel, le nombre R peut étre pris aussi grand que Ton veut. 

Quoiquil en soit, il résulte des hy])otheses fait^s que si f(z) a des 
points singuliers n Tintcrieur du cercle (5) et quon désigne ces points par 

on a 

O < Gf^ < R (*-l,?,....m) 

et f{z) peut, dans le voisinage de z = (i,^, etre représenté par une expres- 
sion de la forme suivante: 

gJ-^ ) désignant un polynAine en — L . et ^p^u — rtt) ctant une serie 

\Z Uk/ * X Q/c 

de Taylok en z — a^, convergente dans le voisinage de z=af^. 
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3. Soit maintenant x un point réj^ulier de f{z) situé sur Taxe réel 
entré o et ii; dési^nons par i?, un nombre plus petit que B mais plus 
grand que x et les a^: 

o<x < i?, < Ä ; o<ak<R^<R; 

décrivons de Torigine comme centre avec le rayon 22, un eercle C^ et 
considérons Tintégrale suivante, priso dans le sens positif le long de C^ : 



I 2 X \z I 



E désignant la fonction définie plus haut. 
Comme on a, pour tout point z de C, : 



K^')|<-(0 



et que 

lim ö" = + CO 



s ~ -x. 



il en résulte que 

lim 1 = 0. 



*- « 



D'autre part, comme la fonction sous le signe d'int^gration est uni- 
forme et n admet a Tintérieur de C^ qu'un nombre tini de points singuliers, 
savoir les points 

le théoréme de Cauchy est applicable et Ton peut écrire, en abrégé: 



(\ o») (X) ^^M«*) 

(o) , {x) y {a^) désignant des petits cercles décrits respectivement des points 
o , X , Ufg comme centres et tels que, a Tintérieur de chacun d'eux, le centre 
soit le seul point singulier de la fonction 

Le résidu de cette fonction pour z = x étant egal ä e'~^f{x) on a 

C = 27ri , e~^ f{x) . 
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Ponr calculer le résidu correspondant å un p61e quelconque z = Of^, 
désignons pour abréger ce p61e par a et remarquons q'on peut écrire, 
dans un certain voisinage de z = Ui^: 



z — X z — a (z — a)* ' '' ' (z — a)' 



a étant Tordre du p61e considéré, les A étant indépendants de ^ et 5p étant 
holomorphe pour z = a. Le résidu cherché est donc egal å 

ce qui nous permet d'écrire 



f = 2rn.±A,-^-£^,E{l,s). 



Or comme - peut étre, selon les cas, soit inférieur ä i , soit supérieur ä i 

mais n'est egal ä i pour aucun des pöles a, il résulte de ce qui a été 
dit plus haut concemant la fonction E et ses dérivées, que Texpression 
obtenue tend vers zéro quand s croit indéfiniment. Nous avons donc: 

lim Z / = o. 
H reste å considérer Tintegrale J , En convenant de designer géné- 

(0) 

ralement par [F(z)]z'~^ le coefiFicient de z~^ dans le développement d'une 
fonction F en serie de Laurent dans le voisinage de £? = o, nous avons 



/=H/^l^(1.«)L- 



(") 



Combinant les resultats obtenus nous obtenons donc enfin 



-vw=-H-[/iMf •')].. 
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Pour oalculer cette expression, remarquons que Ton a, dans le voisinage 
de ^ = o: 



-^ = — [x + ~~'x^ ' + "+ ^v+1 ^ + ...; 



z 



^(j.')=(f)-i(r+iG) 



<r+2r 



Le coefiFicient de z * dans le développement dont il s'agit est donc 
egal a 

(7) - £ ^~~{c, + c,x + .. + c„+,,_, x'^"-'). 



4. Il est facile de voir que, quel que soit 5, cette sene converge 
pour toute valeur de x et représente une fonction entiére de cette variable. 
En effet, désignons par p un nombre positif inférieur au rayon de con- 
vergence de la serie (4). Pour toute valeur (reelle ou complexe) de x 
remplissant la condition 

(8) \x\<p 
Texpression 

(9) ^o + ^-i^+^ + ^^+v-i-^'^""' 

est, en valeur absolue, moindre qu'une certaine constftnte g ce qui montre 
que la serie (7) converge uniformément dans le domaine (8). D'ailleurs on 
a, d 'apres un théoréme bien connu 

g désignant la valeur maximum de |/'(x)| pour tous des points du domaine 
(8). Par la il resulte facilement que, pour toute valeur de x du domaine 
suivant 

(10) |^|>/0 

Texpression (9) est inférieure en valeur absolue ä Texpression 

X ^+*'* 
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ce qui prouve que la serie (7) converge iiniformément dans le domaine 

/f>|.r|>/> 

K étaiit aussi grand qii'on le veut. 

Par conséquent, la serie étant uniforméinent convergente a rint^rieur 
de tout domaine fini, represen te néeessairement, eomme nous Tavons dit, 
iine fonction entiere de x. 

Le resultat aiiquel nous sommes ainsi conduits peut s'énoneer de la 
maniére suivante: 

Théoréme I. Soit 

iine serie de Taylor convergente dans le voisinage de z = o; soient 4t et z 
deux pohjnömes en s prenant des valeurs entieres et positives toutes les fois 
que s est egal ä un entier posltif et formons la fonction entiére 



(II) F{X, S) = ö . I2 " l^^ (^0 + ^1^' + • • + C...r-l'^'^''-'h 



Pour toute valeur reelle et positive x telle que la fonction f{z), définie 
par prolongement analytique de la serie (4) ä Vintérieur du cercle 

(12) • |^|<.r, 

nadmet en dedans ou sur la limite de ce cercle d'autres singularités que 
des poles réels, positifs et inférieurs ä x on aura 

(13) f{x) = \imFix,s). 



t—ec 



5. Parmi les diverses valeurs qu'on peut choisir pour (j et r, les 
plus simples sont 

(14) (T = s et T = s; 

pour ces valeurs la formule obtenue prend la forme suivante: 

(15) f{x) = 6 lim £ ^—~{Co + c,x+..+ c,,,,^ix'^''-'). 
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Mais nous verrons plus tärd ^ qu'il y a avantage ä remplacer les valeurs 
(14) par les sui vantes 

(16) (7=5% T=S 

ce qui fournit la formule 

(17) f{x) = c lim y '^^{('0 + c,x + ,,+ c,,^.s-.x''^"-') 

valable, comme les précédentes, pour les valeurs positives de x définies 
dans le théoréme I. 

Pour abréjiifer, nous désignerons la serie figurant au second membre 
de (17) par le nom de fonction associée de la serie de Taylor (4) et nous 
emploierons la notation 



CO CO 



(- 1 )' 

y-0 



Ass. Yc^z' = c. X - ' (Co + c,^ + . . + r„^„_,^"+'"-'). 



6. La fonction associée jouit de quelques propriétés simples qu'on 
vérifie immédiatement et dont nous aurons besoin dans la suite. Nous 
nous bornerons ä les énoncer: 

Si t\z) est une serie de Taylor donnée et K une constante quel- 
conque on a 

Äss. Kf{z) = KAss.f{z)\ 

si f^{z) ^ f^{z) , . . , /ml» sont des series de Taylor données et Ä,, /iT^, .. , K„, 
des constantes quelconques on a 

Ass. (Ii\ t\ {z) + .. + KJJz)) = r K, Ass. f,{z) . 

^ ' v- \ 

Pour 

f{z)=i+z + z'+., = ^^ 



I 
z 

on a 



Ass. = - — ; 

I — z \ — z ' 



* Voir la note å la fin du n:o 1 6. 
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si k est un entier positif on a 

I I d* I — e^*+''e-*' 



Ass. 



(I— ;er)*^^ /vrfa:* \—z 



plus généralement, si a est une constante on a 



Ass. 



.-e(?)'V(i)' 



a — z a — z 



Ass. 



I å^^-^^T'"'^"^ 



(a— ^)*+^ \kdx^ a 



% 2. llemarques dlverses. 

7. Il ost facile de ti'ansformer les expressions obteuues en des series 
de polynAmes. Nous nous bornerons a le montrer pour le cas de Tex- 
pression (17). 

Kemarquons a cet eftet que Ton a, d apres ce qui a été dit plus haut 
coneernant Texpression (9) 

X désignant un nombre positif quelconque et g d p ayant la méme signi- 
lication que plus haut. Par la s*obtient facilement, m désignant un entier 
positif quelconque, 






L J ^0 + f. -"^ + • • + ^«+v.-..r"-^"-' I 



1/ 
v = m 



(9- 



Or, w» étant d\in ordre de grandeur supérieur a celui de wi"*e~"*, on 
voit que, si Ton prend in>s\ le second menibre de (18) tend certainement 
vors z6yo quand s augmente indcfiniment. Il en résulte que si Ton pose 
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v==0 



(19) I'\x , «) = c . ;^ ^- l^{c, + r, x + . . +.r„+.._,rr"+'"-') 



(20) P(a;, s) = c. £ M^(Co + c,a: + . . + c„+„_,x"+''-') 



v=. , " 



on anra, quel que soit x: 

lim F{x , s) = lim F{x , s) 



t=tD i = CO 



Nous obtenons donc le théoréme suivant: 



Théoréme n. Si Von forme le poJynöme P{x , 5) défini par la formule 

(20) la fonction f{x) est représentée par Vexpression 

(21) f{x) = \\mP{x,s) 

pour toute valeur rédle et positive x telle que f{z) soit méroinorphe en dedans 
et sur la limite du cercle 

\z\ = x 

et que cette fonction n'admet dans ee cercle que des pöles réels silués entré 
o et X. 

Comme on peut écrire 

lim P(a: , 5) = P(rr , i) + f {P{x , v) — P{x , v— i)) 

on obtient par lä un développement de f{x) en serie de polynömes, valable 
pour les valeurs reelles et positives de x qui viennent d'6tre définies. 



8. Nous nous sommes borné, dans ce qui précéde, ä considérer des 
valeurs reelles et positives de la variable x. Pour trouver des formules 
valables aussi pour des valeurs negatives^ on n*a qu^å remplacer, dans les 
formules (13), (15), (17), (21), le nombre s par 25, s étant toujours 

ÄUa mtUMmnatioa, 26 bis. Imprimé le 21 aoAt llKt2. 12 
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un nombre entier et positif. Pour le voir, il suffit de remarquer que la 
fonction E{x , s) introduite plus haut satisfait aux conditions 

lim E{x, 2s) =1 _i 



«=K 



selon que le nombre réel (positif ou négatif) x est différent de i ou é^l 
å I et que Ton a 

lim -T-j^E{x^ 2s) = o (*-i,-i,...) 

«,= « »ar 

pourvu que le noml)re réel x soit distinct de i. 

Les développements ainsi obtenus convergent et représentent f[x) en 
tout point réel x tel que f{z) est holomorphe dans le voisinajge de z = x 
et n'admet, a Tintérieur ou sur la limite du oercle 



z\ = \x 

d'autres singularités que des p61es réels. 

Plus géndralement, on parvient par un raisonnement analogue å rénoncé 
suivant : 

Théoréme Hl. Si dans les formules (13), (15), (17), (21) on remplaee 
s par nSj n désignant un entier positif quelconque, ces formules seront 
valables pour toute valeur de x de la forme 

X r= re n 
k étant un nombre quelconque de la suite 



0,1,2,.. ,n — I 

et r dtant un nombre positif et réel satisfaisant a la condition suivante: 
f{z) est holomorphe dans le voisinage Åe z = x et n'admet å Tintérieur 
ou sur la limite du cercle 

* z\ = \x 



d^autres singularités que des pöles 



a^ , a, , . . , a 



m 
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tel8 que 

|«v|<|a;|, a: = |a.|". 

Supposons, pur exemple, que la serie proposée (4) représente une 
fonction f\z) méromorphe dans tout le plan et que tous les pAles a^ 
de cette fonction satisfassent å la condition 

n étant un entier positif donné. 

Les coupures définissant dans ce cas Tétoile principale de M. Mittag- 
Leffleu sont des demi-droites issues des pöles les plus voisins de rorigine 
et faisant avec Taxe rcel des angles respectivement egaux å 

O, — , 2. — ,..,(^ — 1) — . 

Les expressions de M. Mittag-Lefflbu fournissent la valeur de f[z) 
dans tout le plan, sauf sur les coupures. 

L'expres8ion au contraire que Ton obtient en rempla^ant s par ns 
dans la formule (21), représente (en dehors du cercle de convergence de 
la serie (4)) la fonction f{z) setdement sur les coupures dont il slagit. 



% 3. JProlongement analytique å Pt/nténieur de Vétoile méromorphe. 

9. Soit 
(22) ^{z\a) = c, + c,{z — a) + c,{z — a)' + . . . 

une serie de Taylok convergente dans le voisinage de z ^= a. ilappelons 
comment on définit, d'aprés M. Mittag-Lefflek, Vétoile principale corres- 
pondant aux coustantes c. 

Considérons une ligne droite Iq issue du point ^8? = a et faisant un 
angle avec Taxe réel; formons le prolongement analytique de la serie 
^(i?|(?) en suivant cette droite. Il pourra se faire qu'on arrive ä un point 
au dela duquel le prolongement analytique est impossible; si un tel point 
existe nous le désignerons par P^ et nous désignerons i>ar /^ la demi-droite 
obtenue en prolongeant inddfimment /^ au dela du point Pa. 



92 Helge von Koch. 

Enfin, 6 variant depuis 6 = o jusqu^ä O =^ 2k^ nous ferons corre- 
spondre a chaque valeur de d une coupure savoir la demi-droite /^ qui 
vient d'6tre définie (dans le cas ou Ff, est infiniment éloigné de ig; = tt, il 
n'y aura pas de coupure correspondante). 

Ce qui reste du plan apres qu'on a fait toutes ces coupures est Tétoile 
principale introduite par M. Mittag-Lefflek. 

Cest un domaine simplement connexe -4, å Tinterieur duquel la serie 
5P(j3|a) et son prolongement analytique définissent une branche uniforme 
d'une fonction analytique. 

Dans ce qui suit nous désignerons cette branche par f{z). 

Les points Pg sont appelés par M. MiTTAc-LEFFiiER des sommets de 
rétoile A, Le sommet correspondant å une valeur déterminé d n'est donc 
autre chose que le premier point singulier de la branche f{z) qu'on ren- 
contre en parcourant la demi-droite /^. 

Les expressions découvertes par M. Mittag-Lefflek foumissent, comme 
on sait, la valeur de f{z) dans tout le plan sauf sur les coupures /J. Ce 
qui reste ä faire, c'est de chercher la valeur de f{z) quand la variable z, 
en suivant un chemin iniérieur ä Tétoile A^ se rapproche d'un point 
appartenant ä une coupure. 

Considérons un sommet quelconque P^; si ce sommet n'est qu'un j>d/c 
de f{z) il pourra arriver qu'en partant de P^ et parcourant la coupure 
/^j on ne rencontre jamais d'autres singularités de f{z) que des pöles; dans 
ce cas nous désignerons la coupure l^ par V^ , Dans le cas contraire, on 
rencontre, en parcourant Z^, un premier point singulier de f{z) qui ne 
soit pas un p61e. Nous désignerons le segment entré ce point et le point 
Pe par /;'. 

L'ensemble des segments VJ qu'on obtient ainsi en faisant varier 6 
de o jusqu^ä 2;r, sera désigné par L. 

Nous nous proposons de former des expressions qui représentent f{z) 
non seulement a Tintérieur de A mais aussi pour les points appartenant 
å L. 

Si å Tensemble des points intérieurs å Tétoile A on joint Tensemble 
L, on obtient une étoile nouvelle M qui pourra s'appeler réto/le méro- 
morphe appartenant aux constantes c puisque c^est Tétoile la plus étendue 



Sur le proloDgement analytique d'uiie serie de Tajlor. 93 

ä Fintérieur de laquelle f{z) est méromorphe \ Pour en distinguer Fétoile A, 
on pourrait appeler celle-ci Vétoile holomorphe appartenant aux constantes c. 
En adoptant cette terminologie, le probléme que nous nous proposons 
a r^adre peut se formuler ainsi: 

Former une expression de f{z) vaiaMe en tout point régulier z å Vin- 
térieur de Vétoile méromorphe M. 

I o. Pour ramener ce probléme au cas étudié au § i, nous allons 
nous servir de la méthode de representation conforme employée par M. 
MiTTAG-LfiFFLEU dans la troisiéme note (Acta mathematica, t. 24, 
p. 205). Cette méthode dépend d'une fonction dite »fonction génératrice» 
qui peut étre définie d'une infinité de maniéres différentes. Pour notre 
but, la fonction génératrice la plus commode parait étre celle introduite 
et employée par M. Fredholm'. Cette fonction est définie par Tégalité 

oti p est un nombre réel assujetti aux conditions 

(24) o</9<i, 

et jouit des propriétés sui vantes: 

Quand u décrit la circonférence 

(25) |u|=i 

dans le sens positif, ^ décrit dans le méme sens un contour fermé S^ 
comprenant dans son intérieur le segment o — i de Taxe réel; aux valeurs 

u = o, u = I 



^ Un point j? est å considérer comme intérieur å Tétoile M si on peut décrire 
autonr du segment rectiligne joignant les points a et j? un contour fermé T tel que 
f{g) soit méromorphe å Tintérieur de T. 

' öfversigt af Kongl. Vet. Ak. Förh. 1901, p. 203. Voir aussi une note de 
M. Mtitaq-Leffler: Sur une formule de 1/. Fredholm, Comptes rendus (Paris), le 25 
Mars 1901. 
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correspondent respectivement les valeurs 

ot a une valeur réolle u entré o et i correspond une valeur de jp entré 
o et I ; pour /9 = o le contour S se réduit ä^une circonférence décrite de 
Forigine comme centre avec un rayon egal a un; enfin, quand y9 tend vers 
la valeur wn, le contour S^ devient de plus en plus mince et se confond, 
a la limite, avec le segment o — i . 

Ceci rappelé, designens par T un point å rintérieur de Tétoile méro- 
morphe M dans le voisinage duquel f{z) est holomorphe. Posons 

(26) ^^ = ^(«,^; 

la fonction z de u définie par cette formule rcalise la re])resentation con- 
forme du cercle (25) sur un contour S^ semblable ä S^ et jouissant des 
propriétcs suivantes: aux valeiu^ 

t* = o, w = I 

correspondent les valeurs 

z = a , z = x\ 

quand u décrit le segment o — 1 ^ z décrit le segment a — X] pour /9 = o 
SJj se réduit å la circonférence 

\z — a\ = \x — a\ 

et quand ft tend vers Funité, S^ s'aplatit et se raccourcit indéfiniment et 
se confond, å la limite, avec le segment a — x. 

Or i{z) étant méromorphe tout le long du segment a — o; et holo- 
morphe aux extrémités z = a et z = x^ on en conclut qu'il existe un 
nombre positif B < \ tel que, pour toute valeur de ^ satisfaisant aux 
conditions 

(27) B<^<i, 

f{z) soit méromorphe a Tintcrieur du contour S'^ et sur ce contour et que, 
en outre, tous los poles de f{z) appartenant ä ce domaine soient situgs 
sur le segment rectiligne joignant les point« a et a;. 
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Donc, par le chanfferaent de variable (26) (oft p est assujetti aux 
eonditions (27)), f[z) se transforme en une fonction f^{u) méromorphe å 
Tintérieur et sur la limite du cercle 

u\ = I 

et n'admettant dans ce domaine que des poles rdols sitiiés entré w = o 
et tt = I . 

1 1 . Les resultats obtenus au § i sont donc applieables å oette 
fonction /, (w). 

I)'aprts la formule de M. Fredholm (loc. cit. p. 205), le développe- 
ment de f^{u) en serie de Taylor dans le voisinage de w = o peut s'ccrire 
sous la forme symbolique tres simple 

x/ \ v^iff"tt"a; — a d (x — ad , \ (x — ad, \ri \ 

oii Ton a pose 

i/=-log(i-/9); 

les coefficients 



y da* 



m - r. 



qui y figurent sont identiques aux coefficients ddfinissant la serie donnée (2 2) V 
Comme z se réduit ä x pour w = i on a 



^ En posant 

;(; + I) . . (>i + w — I) = ;" + M"^;""' + . . + Mli^ 

le prodnit symbolique 

X — ad /« — ad 



E da 

peut étre remplacé par le polynöme 



/« — a rf . \ (X — a d ^ \ rf 



E':Uc, ~^" + • • + ^."'i«- 1 • ^-.(^-^-)""' + 1« • ^n ■ ['^-) 
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et il suffit donc a appliquer a /", ( O lös développemente des paragraphes 
précédents pour avoir Texpression cherchée de f{x) dans toute Tétoile 
méromorphe. 

En posant pour abréger: 



(28) 



N.^=r-i-%4(-?^^t+')-C-^.^^ — 0^(«) 



on a, en employant la notation introduite au n:o 6, 



v«=0 



Ass. f,{u) = e . £ ^-j-'^{C', + 6> + . . + C..+„_.u"+'"-') 



Mettant w = 1 et appliquant le théoréme I nous obtenons donc le 
théoréme suivant: 

Théoréme IV. Si Von choisit un nombre positif ft (Taprés les condi- 
tions (27) et qu!on for me la fonction suivante: 



oo 



(-!)• 



(29) Fix,fi,s) = e.'£^-r^{C,+ C\ + ..+ C„^„_,) 



v-O iJi 



ou les C sont des polynömes en x définis par les formules (28), on aura 

(30) f{x) = ]iTXiF{x,^,S) 






X étant un point régvlier de f[z) ä Vintérieur de létoUe méromorphe M. 

Le point % étant fixé, le nombre ^ doit étre supérieur ä un eertain 
nombre B qui dépend, en general, de x\ si Ton fixe la valeur de ^, la 
formule (30) nest valable que dans un eertain domaine M' int^rieur a Jlf. 
Mais nous savons d apres ee qui précéde que, quand y9 eroit indéfiniment 
vers la valeur wn, le domaine M' s^étend de plus en plus et se confond, 
ä la limite, avec M, Il en résulte que lexpression 

lim limF(a;,/9, s) 

converge et représente la valeur de f{x) en tout point régulier x ä Tin- 
térieur de Tétoile méromorphe. 
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12. On peut siniplifier la formule ainsi obteniie: 

(31) f{x) = ]im \imF{x,ft,s) 

de la maniére suivante. 

Soit X en point régulier fixe de f{z) a rintérieur de Tétoile méro- 
morphe et soit E un nombre positif aussi petit quon le veut; d apres ce 
que nous avons vu, on peut faire correspondre ä tout nombre yS remplis- 
sant (27) un nombre positif s' tel que Ton ait 

(32) \nx)-F{x,li,s)\<^^ 
dés que: 

8>S\ 

Soit /9, un nombre positif inférieur au rayon de convergence de la 
serie (22) et désignons par G le maximum du module de cette serie a 
rintérieur du domaine 

(33) \^ — ^\SPi' 

Soit p un nombre positif tel que, pour touto valeur de u du domaine 

(34) \u\<p 

la valeur eorre«pondante de z, ddfinie par Tégalite (26), satisfasse a la 
condition 

Comme on a 

\m\<G 

quand z appartient au domaine (33), on a 

tant que u reste dans le domaine (34). 

Il en resulta que les coefficienfcs (\(x , fi) figurant dans le développe- 
ment 

f,{u) == "£ C,(x , ft)u'' 

v = 

satisfont a la condition suivante: 



--V 



\C,{x,ii)\<Gp 

Äeta mathematiea, 26 bi a. ImprinK^ lo 20 aofit 1902. 13 
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cVoti résulte, par le mcme raisonnement qui nous a conduit a Tindgalité 
(i 8), quo lon a 






;m ,m— i \pj \ m/ 



m dtaiit un entier positif quelconque. 

Or, le secoud membre dans cette formule tendant vers zéro avec 

si Ton prend 

m > s\ 
on aura, en posant 

(35) P(rc,/9,s) -e. £^~/-^'{C;(a;,/9) + C',(a-,,9) + . . + 6'„^„ .,(.t,/9)) 

v = i 

rinégalitc suivante: 

(36) |F(;r,y9,6-) — P(.r,y9,.'?)|<| 
des que 



a 



s>s" 

oix s" est un nombre positif suffisamment grand. 

Il résulte alors des forraules (32) et (35) que Ton a 

\f{x)-P{x-,IS,s)\<E 

tant que Tentier positif s est supérieur h s' et h s". 

Nous pouvons, par consoquent, énoncer le théorfeme suivant: 

Théoréme V. Soit 

une serie de Taylor convergente dans le voisinage de z = a et désignons 
par f{z) la hranche uniforme de fonction analyfiqtie définie par cette serie 
et son prolongement analytique d Vintérieur de Vétoile méromorphe M appar- 
tenant aux consfantes c. Si Von définit les polynvmes C„ par la formule (28) 
et le polynCme P{x,^,s) par Végalité (35) on aura 

(37) f{x) = lim lim P{x,^,s) 

en fouf point réguHer de fix) å Vintérieur de Vétoile 71/. 
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On peut en déduire facilement que f{x) est représentable å Tintérieur 
de 31 par une serie de polynomes. 

13. Par definition, Tétoile M est un domaine continu comprenant 
d'une part tous les points appartenant å Tétoile holomorphe (ou principale) A , 
d'autre part la partie des coupures l^ que nous avons désignée par L, 

Soit X un domaine compris tout entier en dedans de -4; il résulto 
facilement des formules précédentes que le développement (37) converge 
uniformément dans X, 

Soit d'autré part L^ un segment d'une coupure quelconque appartenant 
a L tel qu'il ny a sur cc segment (y compris les points qui le limitent) 
aucun point singulier de f{x). La formule (37) non seulement a lieu le 
long de Z, , mais le second membre converge uniformément sur ce segment. 

Au contraire, dans une aire embrassant un tel segment L, , Texpression 
ne converge pas uniformément puisque le nombre B (n:o 10) tend vers 
Vunité quand x se rapproche de L\ 

14. Dans le cas particulier oil tous les poles de f{x) ä Tintérieur 
de Tétoile méromorphe sont situés sur une ligne droitc / issue du point a, 
il suffit, pour avoir une exprcssion de f{x) valable sur /, de mettre dans 
les formules précédentes /9 = o ce qui donne 

CÅx , /?) = ~~~ ~ dt« A«) = cAx - ar 



F{x,p, s)-^-e.Y.^ -'^\c, + cja; — a) + . . + c..^^^ _,{x — ar^- ') 



(-0 

v = 

et enfin 



f{x) = e . lim y ^- I -'-^^ (6-, + c, [x - a) + . . + 6-„^,,. , {x — a^+^O 



'-• w=0 '^ 



pour tout point régulier situé sur /. 

lia formule générale (37) se réduit donc, dans le cas envisagé, ä celle 
que nous avons obtenu au i^ 2. 

* D*ailleurs, d apres une remarque que je dois å M. Phragmén, aucune sörie de poly- 
nomes reprédentaiit f{x) daua M ne saurait converger uniformément dans une telle aire. 
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15. Comme application du resultat obtenu, considérons le cas oii la 
serie (22) définit une fonction f{z) mcromorphe dans tout domaine lini. 
Dans ce cas, Tétoilc méromorphe M embrasse tout le plan ot nous avons 
le resultat suivant: Vexpression: 

lim lim P(ic,y9, s) 
défivie plus haut converge et représente f{x) en tout point régulier du plan. 



% 4. Hecherche des points slnguliers. — ConcltiHlon. 

16. Dans ce qui précéde nous avons formé des expressions de f(x) 
valables en tout point régulier de f{x) ä Tinterieur de Tctoile méro- 
morphe M. 

Une question qui se pose nécessairement est donc la sui vante: étant 
donné un point f ä Tintérieur de Tétoile ilf , décider si c est un point 
réguJier ou un point singulier pour f{x), 

Pour étudier cette question, il convient d'employer les notations in- 
troduites au n:o 6. 

Supposons qu'un point donné ? å Tintérieur de Tétoile M soit un 
point singulier de f[z)\ comme /"(^) est méromorphe dans le voisinage de 
z = ^ nous pouvons écrire 

(38) f[z) = ^A_ + (-^. + . . + (^ + ^{^-^) 

en désignant par a Tordre du p61e f , par A certaines constantes et par ^-P 
une fonction holomorphe au point z = $. 
Par la transformation 

,3,, ,_„.„_v^^' 

employée plus haut f{z) se transforme en une fonction f^(u)\ d*apres ce 
qui précöde, il y a un nombre positif B < \ tel que, pour toute valeur 
de p remplissant les conditions 

(40) B<p<i, 
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cette fonction f\(u) soit mcromorphe a Tinterieur et sur le contour du cercle 



(41) |w|=i 

et que tous les pöles do /*,(w) dans ce domaine soient réels et positifs. 
Comme les points 2r = c , w = i se correspondent, le point u = 1 est un 
p61e de fy{u) et Ton peut écrire 

(42) fJu) = -^ + 7-^. + . . + 7- ^' ^-« + %{U— i) 

VT / /IV / I — u (1 — uy ' (I — uy ^^^ ' 

les B étant des constantes qui s*expriment linéairement par rapport aux 
A et 5p, étant holoinorplic pour w = i . 

Il nous faut maiutenant calculor la valeur de la fonction associée de 
f^(u) pour w=i c'est-a-dire la valeur de la fonction F(a;,y9,s), définie 
par la formule (29), au point correspondant u; = f. 

En vertu des propriétés de la fonction associée (n:o 6) on a 



al 



(43) Ass. f\{u) = Ass. 5Pi(w— 0+51 '^*+' -^^*- 



(I — ti)*+» 



i=0 '_ 



oti Ton a pose s^= tr pour abréger. 
Or comme 



= e > -, — (I + <^ + w + • . + w^ ^ ) 

I U ^^ \u ^ 



on peut écrire 



=: e ^ 



du'' I — tt ^--' 1^ dw* I — u 



r 



et il suffit donc de calculer la valeur de la fonction 

dw* 1 — fl 



-— - 
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pour ii --= \ , A cet effet, romarquons que Ton a, m désignant uu cuticr 
positif quelconquo, 

Il on résulte 

/ d* I — ctt^+^^e «'\ _ ^ v^ (— O^C^ + ^sXo + vs + I) . . (tf 4- v5 + *) 






\dw* 1 — u /tt..\ ' ^ i«^ fc + I 






quel que soit Tentier positif k, (Pour k = o^ il faut suppriiuer Topération 

^ ^ devant la fraction dans le premier membre.) 

En formant, d^apres la formule classiquo, la dérivce A;"'* du produit 
des deux fonctions 

tt*^'' et c— 

on obtient, pour w = i , une expression de la forme suivante : 



(£">"«-)..,= «'<<'.») 



oä 6^ désigno un polynöme entier de degré A; + i en ö- et s dans lequel 
le coefficient de (/^^ est egal å 6~\ Pour a = s^^ on obtient, donc un 
polyn6me du{s^ ^ s) dans lequel le coefficient de la plus haute puissance de .9, 
savoir 5""^*, est egal a ö~^ 

Nous pouvons donc écrire 

d* I — eM*+^6— ''X 5»*+* 



/ d* I — eM*+^e-«" \ _ 5"+« 

\dM* I — M /tt- i~" Ä + I "^ 



les termes omis du sccond membre étant de degré inférieur a 2k + 2 par 
rapport a s. 

Portant ces valeurs dans la formule (43) et mettant w = i on obtient, 
en se rappelant la relation 
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la formule suivante 

(44) F{$,^,s) = K, + ^^s"'-^... 

les termes omis étant linéaires et homogönes par rapport a JB^.i ... B, et 

de degré moindre que 2a — i par rapport a .s; K, désij^ne la valeur qiie 

prend la fonction 

Ass. 5Pj {u — i ) 

pour u= i . 

Comme 5p,(M — i) est holomorphe au point w= i on a d*aprés le 

théorfeme T, 

lim^,-SP,(o). 



« — 00 



Le nombre ^ ayant une valeur fixe satisfaisant «iux conditions (40) 
et A,^ désignant par hypothése le coefficient de la plus haute puissance 
negative de f — z dans le dévcloppement de f{z)y on voit sans difficulté 
que B^ est une quantité différente de zéro. 

Ija formule (44) montre, par suite, que le pAle f satisfait nécessaire- 
ment å la condition^ 

(45) lim|F(f,/5,s)| = oo. 

17. Ge resultat foumit déja un crittire pour déeider si $ est singulier 
ou régulior. Mais on peut le simplifier en remplac^^ant F par le polynAme 
P défini par la formule (35). 

En effet, ^ étant un nombre satisfaisant aux conditions (40) et f 
étant un point quelconque ä Tintérieur de Tétoile méromorphe, nous savons, 
d'aprés ce qui a été démontré au n:o 1 2 que Ton a 

(4 6) lim {F{$ , ^ , 5) — P(f , ^ , 5)) = o 



M*=9> 



d'oä Ton voit que la condition 

lim|P(e,y9,5)| = oo 



« = 00 



* Si au lieu des valeurs (16) de ^ et r nous avions choisi les valeurs plus simples 
(14), c*e8t-å-dire si nous nous étions servi de afc'' comme factenr de discontinuité an 
lieu de x**c~''i la formule (45) n'aurait pas eu lien en general. 
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est nécessaire poiir que c soit un pAle de f{z). Cette condition est 
d ailleurs suffisante aussi, car pour un point régulier c Ti^galité (45) ne 
peut pas avoir lieu puisque nous savons que Ton a 

t— 00 

dans ce oas. 

On peut ajouter que, une fois décidé si c est un pAle ou non, les 
formules prccédcntes permettent d'évaluer les valeurs des coefficients A 
figurant dans le dévcloppement (38). 



Dans ce qui préeéde, je me suis bomé ä former et a dtudier le 
prolongement analytique duno serie de Tayloii a Tintérieur de son étoile 
méromorphe,^ Mais par la considération de certains exemples, j*ai trouvé 
que les formules obtenues restent vraics dans des domaines encore plus 
étendus. Et il me parait probable que les méthodes employées doivent 
pouvoir s*étendre a la solution de ce probléme general: 

Former le prolongement analytique de f{z) a Tintérieur de son étoile 
uniforme, c'est-a-dire dans Tétoile la plus étendue de centre a a Tintérieur 
de laquelle f{z) reste uniforme. 

Mais cette nouvelle question m'entrainerait trop loin et je me bome 
a la signaler.' 



' Un resumé de cette recbercbe a été publié précédemment dans ma note » Applica- 
tions nouvelles de la fonciion exponentieUe^ (Bib. till K. Svenska Vet. -Ak. Förb., 
12 Février 1 902). 

* Pendant Timpression du present travail j'ai eu connaissance d*uno note tres in- 
téressante que vient de publier M. Painlevé sur le méme sujet {ConipUs rendus, 7 Juillet 
1902). Par uno méthode entiérement différente de la nAtre M. Patnlevé arrive å des 
resultats qui ont beaucoup de rapport auz préoédents et parvient mAme, dans certains oas, 
å une representation de la fonction å Textérieur de Tétoile uniforme. Cependant il me 
Remble que les formules que j'ai obtenues présentent, dans leur domaine de validité, 
certains avantages. Dans la recbercbe des singularités, par exemple, elles ne sauraient 
étre remplacées par les formules de M. Painlevi^:, car celles-ci n'indiquent pas, semble-t-il, 
si un point du domaine considéré est singulier ou non. 
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SUR LA STRATIFICATION D'UNE MASSE FLUIDE EN ÉQUILIBRE 



PAR 

VITO VOLTEERA 

& BOMB. 



I. Abel a été amené par un probléme de mécanique å envisager 
pour la premiére fois la question de rinversion des intégrales définies. En 
effet c'e8t le probléme des tautochrones généralisé qui Ta conduit, par un 
vrai coup de génie, å sa celebre formule d 'inversion qui se trouve dans le 
mémoire qu'il a publié en 1823 sous le titre: Solution de quelques pro- 
Uémes å Vaide éC intégrales définies \ Gette formule qui correspond ä un 
cas trés-particulier d'inversion a re^u bien d applications dans beaucoup de 
questions de physique mathématique, de mécanique et d'analyse. Liouville 
peu de temps apres Abel, et sans connaitre son resultat, a tåché de ré- 
soudre une classe intéressante de questions par Tinvention d'un nouveau 
calcul qu'il appelait des différentielles ä indices quelconques. 

Mais les formules de Liouville ne sont que des transformations de 
celle d'ABEL. 

On a donné apres un grand nombre de demonstrations du resultat 
trouvé par Abel, et on en a multiplié les applications; cependant rien de 
réellement nouveau n'a été fait, par rapport å la question de Tinversion, 
jnsqu*å 1'année 1884 M. Sonine a donné dans les Acta Mathematica une 



^ Magazin for Naturvidenskaberne, Aargang I, Bind 2, Christiania 1823. — 
Oeuvres, Christiania 1881, T. i®** page 11. 

Voir aussi le Mémoire: Resolution d' un proUéme de Mécanique, Journ. f. d. reine 
und ang. Math. her. v. Crelle, Bd. i, Berlin 1826. — Oeuvres, Christiania 1881. 
T. I*' page 97. 

Aäa mtUhtmatica, 26 bis. Imprimé le 21 aoftt 1902. 14 
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nouvelle formule. M. Sonine envisage aussi un cas particulier d 'inversion, 
mais sa formule n'est pas une transformation de celle qui avait été donnée 
par Abel, mais c'est une vraie généralisation de cette formule. 

Dans quelques travaux que j'ai publiés en 1896 et 1897 ^ j'ai donné 
la solution de la question générale de Tinversion des intégrales définies. 
Cette solution peut s'obtenir en supposant seulement certaines conditions 
peu restrictives sur la continuité et sur Tordre d*infini des fonctions qui 
paraissent dans les calculs. 

Cependant il y a des cas pratiques dans lesquels ces conditions ne 
sont pas vérifiées, et il faut alors recourir ä des artifices particuliers, 
quelque fois trés-pénibles pour arriver au hut. Dans cette Note j'envisage 
précisément un de ces cas qui ressort d'une question de mécanique'céleste. 
Le probléme se réduit ä la détermination d'une fonction inconnue qui 
parait sous une intégrale définie, tout ä fait comme dans le probléme des 
courbes tautochrones étudié par Abel. Mais, si Ton veut résoudre ce cas 
dans toute sa généralité, il faut imaginer des méthodes nouvelles. 

2. Je vais maintenant éclaircir en quelques möts la question de 
mécanique céleste å laquelle je me rapporte. 

Le probléme de Téquilibre d'une masse fluide hétdrogéne qui toume 
autour d*un axe avec une vitesse uniforme, joue un röle trés-important dans 
Tastronomie théorique, parce que c 'est le fondement du calcul de la figure 
des corps célestes. 

Un examen approfondi des stratifications qui sont compatibles avec 
Téquilibre n'est pas trés-avancé, et presque tous les resultats rigoureux qu'on 
a lä-dessus sont des resultats négatifs. Cependant méme des resultats né- 
gatifs ont un grand intérét dans ce genre de recherches. Pour mettre cela 
en pleine lumiére, il suffit de remarquer que, méme dans le cas des fluides 
homogénes, on ne posséde pas des méthodes directes par lesquelles on peut 



^ SuUa inversione degli integrali definiti. Nota I, II, m, IV, Atti della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino 1896. 

StéUa inversione degliintegraU definiii, Rend. della R. Aocademia dei Lincei^ 
Roma 1896. 

Sulla inversione degli integraii midtipli. Ibid. 1896. 

Sopra aleune quesiioni di inversioni di integrali definUi, Annali di Matematica» 
Milano 1897. 
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déterminer des figures d*équilibre. Les calculs classiques de Mac-Lauein 
et de Jacobi, par exemple, ne sont que des vérifications que les ellipsöides 
peuvent étre des figures d' équilibre. Cest pourquoi il y a un vrai intérét 
ä établir que eertaines formes ou certaines stratifications sont impossibles. 
Mais dans la plupart des cas ces propositions negatives ne s*obtiennent 
qu'avec beaucoup d'effort. 

Entré toutes ces propositions il y en a une qu'il est intéressant de 
mettre hors de doute d'une maniére rigoureuse et compléte. Kapportons 
nous aux méthodes de Mac Laurin et de Jacobi. Leurs succés ressort de la 
forme extrémement simple du potentiel d un ellipsoide homogéne. Or Tex- 
pression du potentiel reste aussi simple lorsque Tellipsoide étant hétérogéne 
est stratifié par couches homothétiques et concentriques. Il s'agit donc de 
vérifier 8'il y a des figures d'équilibre des fluides ainsi stratifiés. 

Au premier abord cette question semble déja tranchée d'une maniére 
n^ative par les remarquables resultats de M. Henry et de M. Poincaré; 
mais puisque ces auteurs se rapportent å une masse discontinue, on com- 
prend, si on regarde plus de prfes, que la proposition n'est pas encore 
compléte \ 

Le but de ce mémoire est d*établir d'une maniére générale cette pro- 
position negative. C*est la généralité qu'on laisse a la densité qui engendre 
la difficulté de la question '. En effet on ne peut pas employer les procédés 
de M. Henry et de M. Poincaré, et dés qu'on impose ä la densite la 
seule condition d'étre une fonction intégrable, on tombe sur un probléme 
d'inversion qui nest soluble que par des méthodes nouvelles. 

Nous partagerons notre recherche en trois parties. Dans le premier § 
nous établirons la relation (A) fondamentale entré deux fonctions inconnues. 
En utilisant cette relation nous envisagerons dans le second § le cas de 
Tellipsoide de revolution, et dans le troisiéme § celui de Tellipsoide ä trois 
axes inégaux. 



* Voir la i*** Note å la fin du Mémoire. 

• Voir la n*«« et la m*">« Note å la fin du Mémoire. 
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I. 

I. Soient 2a, 26, 2 c les axes d'un ellipsoide. Si on le rapporte å 
ses axes principaux, son équation sera 

(1) ä^ + p + ?-'- 

Chaque ellipsoide interne homothétique et concentrique aura pour équation 

(2) 5; + |.; + ^ = i_Ä (o<Ä<i). 

Si la matiére qui remplit Tellipsoide est stratifiée par couches homo- 
thétiques et concentriques, la densité p sera une fonetion de h. Nous 
supposerons que p{h) soit une fonetion positive finie et intégrable. Dans 
cette hypothése, Tensemble des valeurs de h pour lesquelles p{h) est con- 
tinue, est condensé dans toute partie du domaine (o, i). 

A eause de la definition de la densité, on a que la masse d'une portion 
quelconque de Tellipsoide, et sa fonetion potentielle ne changeront pas en 
changeant les valeurs de p{h) dans les points oii eette fonetion n'est pas 
continue, pourvu qu'elle reste toujours intégrable. 

Cest pourquoi nous pourrons changer d'une maniére arbitraire les 
valeurs données de la densité p{h) dans les points oti elle est diseontinue 
en conservant pour cette fonetion la propriété d'étre intégrable, et on pourra 
remplacer la primitive expression de la densité par la nouvelle expression. 

Cela pose, il est connu que la fonetion potentielle dans tout point 
x,y , z qui fait partie de la masse de Tellipsoide est donnée par 



00 



= mbcj f>{fi)^ 



oh 



X* y* X* 






Sar la stratification d'ime maése floide en équilibre 109 

2 . Sapposons maintenant que Tellipsoide tourne avec une vitesse 
angulaire constante w autour de Taxe z. Il faut distinguer deux cas: celui 
oii Ton peut trouver deux nombres Aq ©t Äi tels que 

o < Ao < Äj < I 

p{h) étant constant pour toutes les valeurs de h comprises entré h^ et h^\ 
et le cas oii cette condition n'est pas verifiée. 

Dans le premier cas on peut démontrer que Téquilibre de la masse 
fluide n'est pas possible, en réduisant ce cas ä celui envisagé par M. 
PoiNCARÉ. En effet, si Téquilibre était possible, il subsisterait méme en 
retranchant la portion de fluide comprise entré la surface libre et Tellipsoide 
qui correspond au paramétre Äq. Alors on trouverait un fluide dont la 
partie externe est homogéne et en mcme temps est comprise entré deux 
ellipsoides qui ne sont pas homofocaux. Cette condition est incompatible 
avec 1'équilibre \ 

3. Nous allons donc envisager le second cas. La fonction potentielle 
de Tattraction ne\vtonienne et de la force centrifuge est donnée par 

Pour l'équilibre il faut que W soit constante sur les surfaces oti la densité 
est constante. H faudra donc que Ton ait 

c*e8t pourquoi on aura Téquation 



00 



(A) 



Tcahc j f{ti)^ = -7(3;' + y*) + il>[h). 



4. H est facile de démontrer que si 01 ^ o Téllipsoide ne peut pas 
se réduire ä une sphére. 

En effet pour a ^=^ h ^=^ c^ on aurait 

c'est pourquoi F et ^ seraient des fonctions de a;' + y' + ^• 



^ Journal de Mathématiques fondé par J. Liouvillb. IV Serie. T. VI, 
1890, page 69. 
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i^rivons maintenant Téquatioii (A) sous la forme 



F_^ = _^(x' + y«). 



Cette équation serait absurde si F — ^ était une fonction de 0;*+^'+^'. 
n faut donc envisagor deux cas: 



I®** cas 



2**"** cas 



a = b^ c 



a>b. 



II. 



I . Soit a = b. En posant a;' + y' = ^' nous aurons 



(I) 



= I 



h= 1 



a^ + Å e* + Å' 



X' 



a' 



.s > 



d*oii 



'' = cM^ 



(g* — c*)X , c* j. 



L'équation (A) s'écrira 



00 



^'■■-'/^(^^- .■(j';-^^, '' + .T^») ^ = -7'- + m. 



et si nous dérivons par rapport å r*, on aura puisqne p est intégrable. 



00 






Of' 

2 



Posons 

(2) 



^cp=X> 
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Téquation précédente deviendra 






(3) / ^W l = 2{a^-cr 



)[ est nne fonction positive. On en tire 

a > c, 
c'est ä dire Taxe de rotation est le petit axe de Téllipsoide. 

2. En posant 

(4) ^TifT^ + ^t:^ = f , (a» + xy + (c' + xy ^ ^ 

on aura 

fl = I — f 

a;t I ai I a; I 



(5) 



af 6' dr* (a* + x)0' a«' (<?• + ;)»• 



Prenons dans le premier membre de Téquation (3) pour variable d'in- 
tégration S au lieu de X; cette équation s*écrira 







r(^-e) '- i-eif= - 



(a' + xy{c' + xy0 

Si nous dérivons par rapport å r* et ä jb?' en remarquant que la quantité 
sons Tintégrale s*anmile å la limite snpérieure, non aurons 

(6) A('-flår— — - — i-i^-o, 













<i6 = o. 
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Or, par des calculs qui ne présentent pas de difficultés, on trouve, ayant 
égard aux relations (5), 






\ — ^^1 



^_^r ^ "1 I 3 >t j 

d$\ - i| t 2 * ii' 

L (a* + Xfic' + Åyej(a* + Åy (a» + ;)« (c' + Xj* e (a* + Å)* 9 

Ar :? 1 

_^r ^ T 1 3 >t i_ 

»fl lil »2 ' i' i* 

L (a* + >i)»(c' + >l)» e J (a« + ^)» (a» + ;i)»(c' + >l)» » (a* + X)\ 6 

En rempla^ant dans les équations (6) et (6') les premiers membres des 
équations précédentes par les seconds membres, et en faisant des inte- 
grations par parties, on peut écrire les équations (6) et (6') sons la forme 






(6.) ff^^^M r -r-V^ = o, 



a»"*"*» 



(61) lf^^)h\ — i^^T-l''^^^. 



oä lon a pose 



(7.) 



(a' + Å)* J (a' + i)* e 



3. Supposons maintenant z = o, et posons 



r' o' — c» 
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En vertu des équations (4) nous aurons 



Å = ä 






a^ + ^ = a'|, 



.^+A=^.^^^^ 



6 



_ ^_1 



^t » 



et par suite les relations (6*), (6;;) et (7 J deviendront, pour z ^ o , 



(6.) 



y 






{(>0 







(7b) 



on méme 



(60) 










H 



Cv — ef)' 



(6;) 



(7o) 










Il est evident qne ^Mc' et ;f(i — c) sont des fonetions eoiitinues pour les 
mémes valenrs de c- 



4. Cela pose dérivons récjiijition (6,,) })ar rapport h ;/. 

P étant un(^ valeiir de y })()ur lac|uelle f(y) est eontinue, on aura 



- </'iJf)——- -s+ / 9'Hc)^ 

>!<?<« malknnatim. 2r, hln. Imprim^ lo 21 ootohiv 19<>2. 



I- . 3 * 

2 2 



£C 



A 



(jy - «0' 



(ie-=o. 



15 
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•5 ■ 

Ajoutoiis cette équation a ro(|uation (6|V) apres Tavoir multipliée ])ar s . 

On troiivera 

y 



(1*011 



(8) 



V 



^^iy) = j 4^{^)l.—^-,_d^ 



i/Hi-ey X {y-e$) 



IVexpression / ^'(f)-^ — - ^d^ est une fonction continue de la variable y 

o (y- ^^y 

pour toute valeur y comprise entré o et i . Donc en vertu de la relation 
(8) on pourra rendre continue la fonction </f{y) en changeant ses valeurs 
dans les points de discontinuit^^ On ne pourra avoir d'exception que pour 
la valeur y = o. 

De méme, a cause des relations (7J et (2), ;f(i — f) et pii — ^) de- 
viendront des fonctions continues (excepté tout au plus pour c =^ o) en 
changeant leurs valeurs dans les points de discontinuité. Par suite, en 
prenant garde a ce que nous avons remarqué au 1 **' i^, nous pouvons sup- 
poser que /y(T — c), /(I - c) et <p(^} soient des fonctions continues. Tout 
au plus elles pourraient n'avoir ])as une valeur detcsrniinee pour c — o • 

5. I ja fonction — -^ croit lorsqu*on fait croitre c entré o et ?/; 

d I 

par conséquent -^ ^ est j)ositive. Cest pourquoi 






y v 

^(y-^$f ;> '(^ — scT' y'ii-^y 



2 



en désignant par </\ une valeur comprise entré la liniite supérieure et la 
limite inférieure des valeurs de ^(c), c étiint comprise entré o et ?/. 
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L'équation (8) deviendra donc 



<p{y) = s^i\ I —(i 



å. 



Il est facile do dcmontrer (juc cetto équation ne peiit étre véritiée 
que si les valeurs ip(y) sont niiUes. 

En effet, si ip(y) n'est pas nul, on tire de récjuation préeédente 

JiC sccond meinljrc ctant positif, on peut reinplacer ^(y) et ^i par 
leuns valeurs absolues, et Ton a 

Soit M la limite supérieure des valeui*s absolues de (p(y) ^ y étant 
comprise entré o et i . 
On aura 

Mais ip(y) peut sapprocher de M autant que Ton veut, de sorte que 
le premier membre etant j)roche de Tunité autant que Ton veut, Tequation 
préeédente est absurde. 

6. (J}{^) étant nul, on tire de Téquation (7J 

3 ^ . 



O 



X est donc une fonction dérivable par rapport a c pour o < f < i . Par 
la dérivation on trouve 

/(i-c) = o 

d'ou Ton déduit que y^ et p sont constantes. Cette condition est incom- 
patible avec Thétérogénéité de Tellipsoide, et cela démontre que lorsque 
Tellipsoide est un ellipsoide hétérogéne de revolution, par rapport a l'axe 
de rotation, Téquilibre n'est pas possible. 
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III. 

I . Envisa^eons maintenant le cas oii a "^ b. En posant r' = a;' + y' > 
on aura, a cause de Téquation (2) du i" Artide, 



, o»6' /r* . , z\ 



et par suite, en vertu de la formule (3), 

Dérivons maintenant la relation (A) pai* rapport ä z^. On trouvera, ä 
cause de Téquation précédente, 



GO 




Suppoöons que c ne soit pas la plu» petite des trois quantités a , b , c. 
Puisque A est une quantité positive, on aurait 

I I 

>- ^ . 



I 



-? hM'-iy 



c est a dire 

I I 



-I (-S(-p) 



>o. 



T0U8 les facteurs qui paraissent sous la derniére intégrale seraient donc des 
quantités positives et par suite Téquation (2) ne serait pas possible. Il 
faut donc que c soit plus petite que a et ä. J /ellipsoide sera a trois axes 
inégaux, et Ton ])ourra arranger les trois quantités a, b , c par ordre de 
grandeur en écrivant 

a> b> c . 
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2. Dérivons maintenant réquation (A) par rapport a r'. En prenant 
garde ä réquation (i) iious aurons 



(3) Ttabc 



/ J^ (/^) 8 8 



30 



Posons 



1 s s 



a' + i • fc' + >i ' c' + ^ 



En regardant A comme une fonction de f,rr^,//,^^, détinie par Téquation 
précédente, on trouvera 

a; I 3;i I ai t a>i i 



af i?' ax' (a' + yi)i>' ay« (ft' + ;i)i?^ a*' (c' + >i)fi 

oii Ton suppose 



s s s 

^ /-» J_ JM T^ CA» _1_ )\> ' (--t 



(a' + ÅY ' (6' + i)' ' (c' + -J) 



S • 



Pour calculer Tintégrale qui parait dans 1 équation (3), prenons f comme 
variable d'intégration au lieu de A, nous aurons 



(3') 



étant 










(a' + Xf{f>* + /)» (c* + ;!)»"£ 




X{i — ^) - rnbap' [fl] . 



Dérivons Téquation (3') par rapport ä x^.y^yZ^, Puisque å la limite 
supérieure de Tintégrale on a A = o , nous trouvorons 

(4) jxi^-^)~.d^ = o, j\i,-^f^^dS=.o, 



J5» W» *' 

- +- H — 
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//= 



8 3 1 



Or, on trouve par des calcuLs tres-simples, 



dll 



dU 



d 
3c 



^a' + ÄXb' + Å) 




i 1 



3 1^ I 3 

J (a' + ^)- 



.t ) 



{a'-\-kXb^ + X)\e* + XfQ {a^ + Xfä 



9 




+ mc 



1 -1_ 

i I ^ 

' + XfQA (a' + kf 



3 >< 

2 ? L 


I 


3 -i 

(b' + Xf{c' + kfQ 


I 



C*est pourquoi les cquations (4) s ecriront, par des integrations par parties, 



(4.) 



i X^ «2 X« 

— + - + — 



\m) 



9$ 



ia' + ÅXb' + Åf (c* + X)* Si/ 



■— O 



O 

X« tf' X» 

- +■' H — 



5 l^ 

(6' + ;)«(r' + >l)'fi. 



d^ 



J 



fm 



9$ 



(6' + ;i)'(c' + Åfä, 



dS 



ou Ton a poso 



r{^) = -xi'-^) 






(«' + ^7 



c 



= o 



= O 



o 






3. Supposons inaintenant y = z — o, et posons 



X* a' — i* 

-, = « , e, = ^ 
a a 



a* — c' 
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n viendra 



Å = a 



c ' 



«- + ; = «''- 



IP + k^a' 






W — £,$ 



c' + Å = a' 



u 



ej 



et les équations (4,) s'dcriront 



(4') 



(4") 



(4'") 



oh 



(5) 






l(u — s,$)^u — ejf ] 



I 



<f'(A) 



af 



O 



8 e 

3 



" o 

Dérivons (4') par rapport a m. 

ii étani un point de continuité de ^', on aiini 






+ 






U $ I U -' S 

-e.^»(«-e,f)» («-£,$)'(u-e.f)^ c«-f,f)»(«-£.^»: 



1_ 



3 

2 



rfi 



^ I 

Ajoiitons (4") et (4'") aprc'S avoir niiilti])Hi' par ■ et - rospeetivement. 

On obtieudra 



(6) ipiu) 



U\l - £.)•'(! - S,) 






£.fV 



d^ 
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En répétant la discussiou que nous avons faite dans TArt. pré- 
cédant, on trouve qu'on peut toujours supposer que les fontions ;f(i — c), 
p(i — f), ^»(c) soient continues pour o<c< i . 

Or j Y ^st une fonction croissante par rapport a f , 

étant o<f <w; par siiite Téquation (6) sécrira 

c 

^M^O \ r = ^\ fff r 1 rl ^ , 

oö ^\ est une valeur comprise entré la limite supérieure et la limite in- 
férieure des valeurs de ^(c), étant o<S<u. 
On tire de la 



^(«) = ^,(i-(i-e,Ai-e,A. 



11 ny a maintenant qu'a repeter les considérations faites a la fin de FArt. 
II pour voir que ^;(w) = o, et par suite p est une quantité constante. 

Done, raéjne si Tellipsoide est a trois axes inégaux Téquilibre nest 
pas possil)le lorsqu'il est hétérogéne. 



Note I*'^. 

On peut montrer d'une maniére tres-simple que les raisonnements 
qu'on fait dans le cas de Tellipsoide discontinu, c'est a dire formé par un 
nombre fini de couches homogénes de densités différentes superposées les 
unes aux autres, ne peuvent pas s'appliquer, en généml, au cas de Tellip- 
soide continu. Pour cela nous allons donner une demonstration directe, 
fort-simple, de la proposition qu'un ellipsoide discontinu formé par n 
couches homogénes limitées par des ellipsoides liomothétiques et concen- 
triques, ne peut pas étre en dquilibre lorsquil tourne avec une vitesse 
constante autour d*une axe. On verra tout de suite que cette demonstra- 
tion élémentaire ne peut pas s*étendre au cas oii le nombre des couches 
augmente indéfiniment jusqu'n former un ellipsoide continu. 
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On peut réduire le cas general ou Ton a n couches au cas oii lellip- 
soide n^est formé que de deux couches. En effet supposons qu'il y ait 
équilibre pour Tellipsoide å n couches. Il y aura toujours équilibre en 
retranchant un nombre quelconque de couches extérieures, car ces couches 
n'exercent aucune attraction ä rintérieur. 

H y aura donc équilibre si Tellipsoide est réduit aux deux couches 
les plus intemes ou méme au noyau central. Mais le noyau étant en équi- 
libre, Téquilibre subsisterait méme si les deux couches avaient la méme 
densité du noyau. Il faudrait donc que la fonction potentielle d'une masse 
remplissant la couche extérieure avec une densité égale ä la différence des 
densités des deux couches fftt constante sur la surface externe. Or cela est 
contraire aux propriétés de la fonction potentielle des couches ellipsoidiques. 



Note n*™ö. 

Lorsquon suppose que la densité, å partir d'une certaine profondeur 
jusqu'au centre de Tellipsoide, va toujours en croissant ou en décroissant, 
alors les développements analytiques que nous avons donnés auparavant ne 
sont plus nécessaires pour la demonstration. Par des calculs trés-simples 
on peut arriver au but. On peut méme Tatteindre sans recourir a des 
calculs, mais par une discussion élémentaire. 

En effet il suffit de remarquer que la masse fluide se maintient en 
équilibre en retranchant toute la partie extérieure et en gardant seulement 
celle renfermée ä Tintérieur d'un ellipsoide E concentrique et homothétique 
å rellipsoide primitif, oti la densité croit ou décroit toujours du centre 
jusqu^ä la périphérie. 

Cela pose décomposons cette masse ifcf , par un ellipsoide homothétique 
et concentrique £* en deux parties. Celle interne M' se maintient d'elle- 
méme en équilibre par la rotation o). Or on voit tout de suite qu'en 
prenant une masse 3f" homothétique k M de sorte que M' et M" aient 
la méme densité aux points qui se correspondent par homothétie, cette 
masse sera en équilibre en toumant avec la méme vitesse angulaire o) 
autour de Taxe qui correspond par homothétie ä Taxe de rotation M\ Si 
nous prenons maintenant 3/" de maniére qu'elle occupe Tespace renfermé 

Aetm mathémoHem, 26 bis. Imprlmé le 22 octobre l<iU2. 16 
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(lans un ellipsoide E' egal a E^ nous aurons les denx masses M et itf" 
qui sont renfermées a Tintérieur de deux ellipsoides égaux et sont en 
équilibre en toumant avec la méme vitesse angulaire autour de deux axes 
correspondants. 

Si nous prenons une troisiéme ellipsoide JF" égale ä .B et a JF' et y 
renfermons une masse M" dont la densité en chaque point soit la diffé- 
rence des densités correspondantes de M et de M\ cette masse sera en 
équilibre d'elle-méme étant en repos. Or la masse 3f' " a en tout point 
une densité positive, c'est pourquoi on voit aisément que Téquilibre n^est 
pas possible. 



Note m*°^ö. 

Je vais exposer une nouvelle demonstration de l'incompatibilité de 
Téquilibre d'une masse tournant uniformément, avec sa stratification par 
ellipsoides homothétiques et concentriques. Je dirai apres pourquoi je 
ne Tai pas préférée å celle que j'ai donnée dans le cours du travail 
précédent. 

Partons de Téquation (A) (Art. P') qu'on peut écrire 



F=-^(^' + y») + ^(A), 



d'ou lon tire 



étant 

Or par le théoréme de Poisson 

A'r=-4Jr/>(A), 
et a cause de Téquation (2) du i®^ Artide 
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Donc, afin que Téquation (B) soit satisfaite, il faut que 

d^oii Ton tire, en vertu de Féquation (B), que la densité doit étre constante. 

Gette demonstration est trés-simple; mais elle suppose que le théoréme 
de Poisson soit vérifié et pour cela il ne suffit pas que la densité soit 
une fonction intégrable. C est pourquoi nous avons préféré la demonstration 
que nous avons donnée précédemment, quoique plus compliquée, ä celle que 
nous venons d'exposer. 

Cependant il faut remarquer qu'en suivant cette voie, on peut arriver 
ä une conclusion plus générale. 

En effet, par cette méthode, on peut démontrer le théoréme suivant: 
Soit une masse fiuide d^une forme et étune constitution quélconquej pourvu 
que la densité soit télle que le théoréme de Poisson soit applicaUe. Si dans 
le domaine cPun point ou le fiuide est hétérogéne et continu, les surfaces ou 
la densité a des valeurs constantes sont des parties de quadriques homothétiques 
et concentriques^ ou des parties de quadriques homofocales, la masse fiuide ne 
sera pas en équUibre si eUe toume uniformément atUour cCun axe qudconque. 



Note VJéme^ 

Nous avons supposé dans le i®"" § que la rotation de Tellipsoide eftt 
lieu autour de Tun des axes. Il est aisé de prouver que cette hypothése 
n'est pas une restriction, car si Taxe de rotation aurait pour équation 

a? — gp ^ y — Vo ^ x — x^ 

a p r 
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a, ^ , y étant les cosinus de direction de Taxe, il faudrait reniplacer dans 



«i« 



réquation (A), le terme {x^ + y^) par 



w^ 



- {{^-^.n^ + f) + {y-yo)\f + a') + [^-zona' + p") 
— 2(jy—yo){^—^o)^—^{^—^o){x—Xo)r^—2{x—Xo)(tf—yo)a/i}, 

Or puisque le premier menibre de Téquation (A) et ^(Ä) ne changent pas, 
en changeant le signe des quantités x^y ^ z ^ il faut que Ton ait 

^ ^ 2^0 ^ ^0 

a ft r 

et que deux des cosinus a,y9,;' soient nuls. 



125 



BEWEIS EINES SATZES VON ABEL 
OBER DIE GLEICHUNG a;- + y- + i2f'* = o 



VON 

P. 8TÄCKEL 

in KIEL. 



Dass Abel sich mit der Gleichung a;" + y" + ^^ = o beschäftigt hat, 
zeigt ein Brief von ihm an Holmboe aus dem August 1823 (Oeuvres, 
Nouv. éd. t. II. S. 254 — 255). Ein darauf beziiglicher Satz, den er in 
dem Briefe mitteilt, ohne anzugeben, wie er ihn hergeleitet hatte, soll 
in dem Folgenden bewiesen werden. 

Wenn n eine positive ungerade 2iahl bedeutet, so ist m" + v" durch 
II + 1; algebraisch teilbar, und da der Quotient in u und v symmetrisch ist, 
lässt er sich als ganze rationale Function von u -{- v und uv darstellen, 
es besteht also eine Identität der Form: 

Vvl" = ^,(« + «)"-' + ^,«« . (« + «)"-• + ^,M'- (« + v)'-' +... 

... + A,_,(uv) ' .(« + »)'+ ^^M ' . 

2 3 

Im Besonderen ist der letzte Coefficient 

II— 1 
A,_, = {—i) » .n, 

wie man sofort erkennt, indem man u = t -{- x ^ o = — t setzt und dann zur 
Grenze fur o: = o iibergeht. Mithin gilt die Congruenz : 

^^" = {-^r^- niuvf^ (mod. (» + vf) . 

Aetm matJmnaHea, 26 bi«. Imprimé le 22 octobre 1902. 
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Bezeichnen nunmehr x, y , z von NuU verschiedene, positive öder 
negative ganze Zahlen, die paarweise relativ prim sind, und besteht zwischen 
ihnen die Gleichnng: 

^" + //" + -2^" = O, 

in der n eine ungerade Primzahl bedeuten soll, so ergiebt sich mittels der 
soeben bewiesonen Formel die Congruenz: 

»+i »-1 



«" 



y + e 



= (— I)» .niyz)' (mod. (y + ^n, 



bei der die linke Seite eine ganze Zahl ist. 

Man zerlege y -{- z in Primfactoren. Es sei p eine Primzahl, die in 

y + z genan k mal enthalten ist. Da sich a;" dnrch y + z teilen lässt, so 

muss p auch Primfactor von x sein, und ist p in x genan a mal enthalten, 

80 muss 

k <an 
sein. 

Ist k < afiy so enthält der Quotient noch den Primfactor p, 

n—l 

folglich ist auch n(yz) ' durch p teilbar. Wenn aber y und z relativ 

prim sind, so gilt dasselbe von y + z und yz, mithin muss n durch p 

teilbar und daher p = n sein. Demnach känn die Annahme k < an nur 

. dann erfiillt sein, wenn y + z durch n teilbar ist. Dann ist es yz nicht, 

und daher, zufolge der Congruenz, der Quotient nur durch n selbst, 

y "V ^ 

aber durch keine höhere Potenz von n teilbar, also 

k = an — i. 

Hieraus ergiebt sich, dass iur p^n notwendig 

A = an 

ist und dass nur folgende zwei Möglichkeiten vorhanden sind: 

Erstens: Es ist y + z nicht durch n teilbar. Dann lässt es sich als 
n*® Potenz einer ganzen Zahl u darstellen: 

und es wird gleichzeitig 

x = u. u\ 
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wo die ganzen Zahlen u und w' relativ prim sind. Zwtitens: Es ist 
y -{- z durch n teilbar, dann lässt es sich in der Form darstellen: 

and es wird gleichzeitig 

wo nu und v! relativ prim sind. 

Entsprechendo Gleichungen gelten, wenn y öder z bevorzugt wird. 
Es ist also entweder gleichzeitig 

jEf + fl; = i;" und y = v,v\ 

wo v und v' relativ prim sind, öder 

g + x = n""^!;" und y = nv. v\ 

wo nv und v' relativ prim sind, und entweder gleichzeitig 

a; + y = w;" und z = to,w'y 

wo tv und w' relativ prim sind, öder 

a; + y = n"~^M;" und z = nw.to\ 

wo nw und w' relativ prim sind. 

Da die Zahlen x , y , z paarweise relativ prim sein soUten, känn 
höchstens eine von ihnen durch n teilbar sein, und es ergeben sich daher 
durch Combination der Möglichkeiten nur zwei wesentlich verschiedene 
Palle. Entweder ist keine der Zahlen y + xr, ^ + rc, x + y durch n 
teilbar und daher 

y^Z = U\ z + x = v\ x+y = w\ 

öder es ist eine von ihnen durch n teilbar, während es die anderen nicht 
sind. Da alle drei Zahlen x , y ^ b in der Gleichung 

^" + y" + ^ = o 

dieselbe Rolle spielen, darf man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
dass y + z durch n teilbar sei, und erhält dann die Gleichungen : 



y + z = n"" ' m", ;er -f rr = v", x + y = w". 
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Auf diese Weise ergiebt sich schliesslich ein Satz, der mit dem von Abel 
an^gebenen im Wesentlichen identisch ist und folgendermassen aus^e- 
sprochen werden känn: 

Sind rr, y, jBf von NuU verschiedene, positive öder negative ganze 
Zahlen, die paarweise relativ prim sind, und besteht fur sie die öleichung 

in der n eine ungerade Primzahl bedeutet, so sind nur zwei Palle möglich. 
Erstens: x ^ y , z lassen sicli in je zwei teilerfremde Factoren zerlegen : 

wo w, v, m; nicht durch n teilbar sind, in der Weise, dass gleichzeitig : 
— u" + v" + «;* u" — »" + «;" ti" + t;" — w" 

2 ' ^ 2 ' 2 

ist. Zweitens: x^y , z lassen sich in je zwei teilerfremde Factoren zerlegen : 

x = nti.u\ y =z v .v\ z = w, w\ 
wo v und w nicht durch n teilbar sind, in der Weise, dass gleichzeitig: 

— n" ^M" + v" + M?" n"~'ti" — t;" + w?" n'*~^u'* + v* — w* 

2 ' ^ 2 ' 2 

ist, öder es gelten die durch V^ertauschiing von x^y^z mit einander her- 
vorgehenden Belationen. 
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SUR UN PROBLÉME D^INVERSION RÉSOLU PAR ABEL 



FAR 

E. GOTJKSAT 

k PABIS. 



En cherchant ä déterminer une courbe située dans un plan vertical, 
de telle fa^on que le temps mis par un mobile A, soumis ä Taction de la 
pesanteur et assujetti ä se mouvoir sur cette courbe, pour parvenir d'un 
point de départ quelconque D a un point donné -4, soit une fonction 
donnée f^(a) de la hauteur verticale a de la chute, Abel a été conduit 
a résoudre une équation qui peut s*écrire 

x)dx 



(O ^^^^=^/^ 



X 



oö f[x) est la fonction a déterminer. En réfléchissant .ä la méthode 
employée pour résoudre cette équation et Téquation plus générale 

a 

/ \ t \ C f{x)dx 

O 

oii n est un exposant positif quelconque inférieur a Tunité, il m'a semblé 
que la marche suivie par Abel devenait presque intuitive, en rattachant 
le probléme a une certaine intégrale double. 

I. La fonction ^(a) étant donnée, pour déterminer la fonction f[x) 
au moyen de Téquation (2), admettons d'abord que cette fonction f{x) 

Aeta maihsmoUiea. 27. Imprimé le 8 janvler 1903. 17 
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peut étre représentée par une expression analoj^ue a celle de f?(fl), et 
posons 



(3) rt-) = frB 



yY 



n' étant un nouvel exposant positif inférieur ä Tunité, et ^(y) une iiou velie 
fonction inconnue. La formule (2) peut s'écrire, en posant x = ox\ 






o 



et de la formule (3) on tire 



ax 



' ^ ^ J (ax — y)" ' 



ou encore, en posant y = (fy\ 



fiax') - rt'-' ri'^"^^--?' 
nax)-a J (^._yy, 

O 

et la valeur de f>{a) devient, en remplafant fiax') par cette expression, 



o 



Mais le second membre de cette égalité n'est autre cliose que 
rintégrale double de la fonction 

. (I —x'Y{x—yy'' 

ét^ndue ä Taire du triangle formé par les droites y' = o, y' = x\ x' = i. 
En intervertissant Tordre des integrations, on a donc aussi 

1 1 
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or la premiére integration nous donne, en posant x* = y' + (i — y')<, 



1 

/ 



dod 



(I — xy{?i!— y') 



1 

7W = (' — yy-'-"' ft-'- (I — t)-''dt 



r(i — n)r(i —♦«')(, _yy-n-n- 



r(2 — n — W) 
et par suite 

en revenant å la variable y = oy\ on a encore 

(5) y («) = ^ n7- r-";;^rV (" - yr^-mdy- 

On satisfait facilement å cette condition en prenant pour Texposant n', 
qui est reste indéterminé jusqu^ici, la valeur i — n, ce qui donne 

(6) ^ia) = r{n)r{i - n)fip{y)dy = ^U{y)dy; 

O O 

on ne peut trouver de fonction ^(y) vérifiant la relation précédente que 
si la fonction j^(a) est nulle pour a = o, et, 8*11 en est ainsi, on a im- 
médiatement, en prenaut les dérivées par rapport ä la variable «, 

/ \ / / sin njT , , v 

(7) ^(oi=^jr-f («). 
et la fonction inconnue /"(a;) a pour expression 

O 

2. Cette expression de f{x) n*est valable que si la fonction ^{a) est 
nulle pour a = o. Lorsqu'il nen est pas ainsi, la fonction f{x) ne peut 
étre continue pour j; = o, corame le montre immédiatement la formule (i). 
Dans ce cas, nous prendrons pour /"(rr) une expression de la forme 

(9) «-)=UV^- 
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par une suite de transformations tout-a-fait pareilles aox précédentes, on 
trouve que ^((i) peut sécrire 

1 ! 

o f 

La premiere intégrale peut étre calculée, car si si Ton pose 






elle devient 

_i_ r dt ^ r{n)r(i—n) ^ t: , 

o 

et la formule qui donne ^(a) devient 

1 

^ ^ ^ ^ ' sm wr^ y * ■ 



o 



ou, en revenant å la variable y = oy\ 



a 



(12) ay{a}==:^- f'^fijy. 

o 

Les deux membres de Tégalité (12) s'annullent pour rt = o; il suffira 
donc que leurs dérivées soient égales, ce qui donne 

<p{a} = [a^'(a) + ny(a)]^^^ 
et Texpression eherchée de f{x) est 

X 

/ \ -, , sin nr C V<P\y) + w^(v) j 



O 
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Cette expreasion de f[x) coincide avec la premiére lorsque fp(o) = o, 
car on peut Técrire 

sin nn f i y — x)f\y) -^ rnp^y) ^ smnn C fp\y)dy 

^ J " (^-yV- ^^ - J (x-yy-^' 



o 



La premiére partie est égale ä 

8inn;rr, ,„ , ,,- sin nr „ , . sin n;rc'(0) 

et la formule (13) prend la forme plus simple 

X 

, , .,. sin n;r y(o) sin n;r f <p'{y)dy 

O 

3. Pour vérifier Tidentité de la solution précédente avec la solution 
d'ABEL, remarquons qu'en posant y = tx Texpression (13) de f{x) devient 

1 
^, . sin nr C x'*t(p'ixt) + na;"~V(^0 j± 

o 

et le second membre est la dérivée par rapport ä x de Tintégrale 

1 X 

sin nr: C x'*^{xt)dt sin nr I ^(y)dy 

O O 

Si donc on pose ds = f{x)dx, la formule (13) conduit ä la formule 
méme d'ABEL 



^ ain nr C tp{y)dy 
57 j {x-yY-- 
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ON A SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS LEADING TO 

PERIODIC FUNCTIONS 

BY 

H. F. BAKER 

of CAMBRIDGE (Engl.). 



The present paper contains an elementary algebraic deduction of a 
system of differential equations satisfied by all the hyperelliptic sigma 
functions which, as is believed, were first stated, but without demonstration, 
in the Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Vol. 
IX, Part IX, 1898, p. 513. In that note will be fomid indications of 
a method of solution of the equations in connexion with the theory, 
considered by Picard, of integrals of total differentials, and of a method 
of obtaining from them the expansion of any sigma funetion, and of 
their use, in case jp = 2, for expressing the geometry of Kummer's sixteen 
nodal quartic surface. The establishment of a theory of the sigma func- 
tions directly from these differential equations would appear likely to be 
of the greatest suggestiveness for the development of the theory of func- 
tions of several variables. It is from this general point of view that the 
equations appear to the present writer to be of peculiar interest; though 
their simplicity would also recommend them merely as a contribution to 
the theory of the h\ perelliptic functions. 
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I. 

Let (ojjt/,) . . . (Xptf^ be pairs satisfying the eqnation 

f = f{x) = AP{x)Q{x), 
where 

P(rr) = (a; — o,) . . . (x — a,), Q{x) = [x — c,) ... (a; — c^{x — c); 

let 

F(a;) = (x- X,) . . . {x - x,), F'{x) =^F{x), 

and, fij , e, , e, , . . . being iindetermined quantities, let 

A = V '^ A = — ^*-~A> 

so that 

{e,—e,)A,, + (e, — e,)A„ + (e, — e,)A„ = o 

+ (c, — «,)K — «3) ^11^48 = o; 

put further 

[F(6.)]' ^* 

and 

^y = («« — «>)'AJ — f , — JP,; 

also let 
so that 



a: — a?c 



= a;'-' + a;'-V.(a;,) + x'-»;^,(a;..) + . . . + Xp-M), 



Ay being the sum of the homogeneous produets of x^ . , , x^, without 
repetitions, r together. 
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We assume in this paper that Ui . . ,Up are arbitrary variables, and 
that the pairs {Xip^) . . . {Xpj/p) are determined from them by the p equations 

where the lower limits denote p pairs satisfying the equation y* = f{x)^ 
to be chosen arbitrarily and kept the same throughout the foUowing in- 
vestigation. It is further assumed that any rational symmetric function 
of the pairs {x^y{) , , . {Xpt/p) is a single valued analytic function of w, . . . w^. 
Snch a function has in fact no essential singularities for finite values 
of Ui . , , Up. 

It is proved at once that 






and therefore 












dXi 


Vt 


■ri^i), 


3y< 


— 


2 F\x,] 


we put further 












• 




P 


■1 » _ 


«?. 


• 



Now consider the expression 

£[=-F'(e)F'(e)A' — F(e,) Pie, )- F(e,)P (e,) F{e,)Q{e,)- F(e,)Q(e,) . 

it is easily seen to vanish when e^ is replaced bv x^ ; it is therefore an 
integral polynomial in c, and e^ dividing identically by F{e^)F[e^), 

Take a symmetrical system of -i?(p + i) constants C;^,,, of arbitrary 

values, and put 

80 that the expression 

' '' ._,^_, /•(c.)F(e,) fie,)Fie,) 



ne. , e,) + 4{e. - e.fT Z c.ej-e?- -'-^^^ 



ne,) 
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is equal to 



4[f (c,)P(e.) - JP(e,)P(c.)i[F(e.)(3(e,) - F(e,)Q(e,)] . 



F{e,)t\e,) 
then the quantity 



H " ' 



= „, ■„. ■ — Z S Ci„ef~ 



ig»-i 



is equal to 

ii'(«,)F(e.) A!. + ,-(;;i^. [/•(«. , ^) - m^- rte,)^] , 

which is therefore a rational symmetric polynomial in e, and e,, of d^^ee 
{p — I ) in each, of which the coef ficients are rational symmetric functions 
of the p pairs {x^y^} . . . {Xpj/^), 

We may therefore define -pip + i) single-valued analytic functions 

of the variables Wi . . . iipj without essential singularity for finite values of 
these variables, by putting 

These functions depend on the -p{p + i) arbitrary constants C;tpi, but only 

additively; and they depend on the j> arbitrary fixed places denoted above 
by m^ , , , nip^ of which the alteration is equivalent only to the addition 
of constants to the arguments u^. , ,Up\ moreover they satisfy the equations 

We shall put 

PiiiA^) — ^^^ PifiypV^') — — :^ — ) 

and it will be found to be an incidental consequence of the following 
work that in all the functions Pa;vÅ^) ^ FA.avo(w), the order of the suffixes 
is indifferent, or PxfiÅ'^^) = Pivf^i^^)'^ ötc. 

The definition of the functions ^i,X'u) is equivalent with 

X ^ - 1 /4 ^ I 
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where, as before, 

ii» =» («j — «»)* AJ, — jf , — f, . 

To this equatioD we apply the operator 

Recalling the values of 9ir,|9M;. and hfi\du^ we find easily 

with some ealculation, of which the details are given below, we find 

__ I (ö, — ^) A?» — (g, — e,)A*a 



^A„ = -^^ ^ 



+ . -f» + fl + ^' 



which gives 

= («, — c,) A„| (e, — e,) A*, — (e, — e,) A|, + (e, — e,) J^ 2 (e^^^T^i^ITi;) I 

— 2f?i A„ — 2j?, A„ — (A„ + Aj,)[(c, — ej)*Af, — jf, — jp,], 

and in virtue of 

(c, — c,) A,, + («, — e,) A„ + (e, — e,) A,s = o 

this reduces to 

*.[fi,.F(fi,)F(c.)] 



(c, - c,)'F(c.)F(e,)F(e,) 

= A A A + (^« ~ ^»V. A., + (e. — e.)y. A.. + (e, — e.)y. A.. 
n »i iJ T ^^^^ 

where 

®i« = («» — «»)(«» — «i)(«i — «j)- 

We thus deduce that the expression 



p p p 



^-rT T Tp,Ju)e^r'er'^' 



F(e,)F{e,)Fie,) ,Ti ~, ,.T, "^^"^ 
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is, for all values of ^i > ö, , Ö3 , equal to the expression on the right side 
of the last written equation. As this is symmetrical in e^, e^, e^ it follows 
that in Px^u^i^) the order of the suffixes is indifferent. It is not possible 
to express the functions PxfjiÅ'^) rationally in terms of the functions Pxjii^)] 
it is a consequence of what follows that the squares and products 

fIv(w) , px^å^^)PpA^) 

can be so expressed. We proceed therefore to further apply the operator 



o\ = £ eJ-> 



p^l 



du 



P 



to obtain the expressions for Px,wp{^)' 

Before doing this we give the calculation referred to above to find 
the expression for 

we have 



2^' F'(k)^'-'^^'^x*- 



where 2 is a summation from which the term for i = k is omitted, 
30 that 

Z-. Xk — Xt 2F'{Xk)' 

therefore 

1 r y* I - ' Z(**) v (r^ — ^ f{Xk)F"(Xk) , . 

, Vk y^W y< /p-r(a;<) . 
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hence 

I > r y* 1 ^ i nxt)F\Xk) — f{xt)F"{xt) , Vk ^m Vi 

^(e.) •L^'(«*)J 2 (fi,-x,)[F\x,)Y T"r(a;*)^ (e,-x,X«*-a;,)n*<)' 

while 

^ y* ^ /•(a;t)y(e.) i , f y* 1. 

"» (e, - aj*)f"(a;t) (e. - x,)\e, - x,)[F'{Xk)Y "^ e. — a:* "> IF\xh)\ ' 

wherefore 

F(Ö ^' ^' "" ^) S '^^ L(«. - x,)F'{xu)\ 
;^\2 (c,-a;»Xe. - x*)[F'(a;*)]' '^ (fi — xt)\e,-x,)[F\x,)Y] 

I v^ yt v^(*) yj . 

herein the second term of the right side, arising in a form consisting of 
p(p — i) terms, is in fact a sum of -p{p — i) terms, namely equal to 

^"'^ VkVi (e, — Xkie, — Xi) — («3 — x^e, — Xk) 




\^ (Cj — Xkie^ — Xk) F\xkie, — a:,X«, — a;,) F\Xi) ' Xk — Xt 

wherein & #= i, and therefore equal to 






(«8 — öi)y*y< 



■J f^ (e, — XkXe, — XkW{XkXe^ — XiXe, — Xt)F'{xi) 
or 



Thus 



^^o%A, = i(e,-OA?. 



, I v i n''k)F'{xi) — f{xt)F"{xt) (e. + e, — 2a;t)Aa;t) I 

"^2^1 (e, - a;*Xe. - a;*)[F(a;i)]' "^ («, - «*)»(e. ~ x,y[F'{x,)y j 
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which is the same as 

This gives 

^ ^^ A — i (g. — g.) A?8 — (g, — g») Als 



+ i v_j_ Ar ^If^) 1. 

2 ^ F'(:i:fc)a^*L(^, —XkXe, — Xkle,—Xk)F\x,)y 

now if jR(ic) be a rational fnnction of re not beeoming infinite or zero 
for a; = a:jt , it is easy to prove that the eoefficient of {x — ^3^^^)^^ in the 
expansion of R{x) \ [F(x)Y is equal to 

I I vBiXkU . 

F\xk)dxtlF\xu)y 

thus, applying the well known partial fraction theorem 

r f(x) dx-i _ 

lie, - xXe, - x\e, - x)[F~[xf dt\,. "" ^' 

we find, finally, as stated above, that 

^ ^^ A —^ (g, — OA?3 — (g, — g,) A« , I '^ f . 



d ^ = ^ ^^' ~ ^^^^'^ ~ ^^« ~ ^»-^ -^»^ + - V 



Proceeding now to apply the operator 

*« = t <-' ai 

to the equation before proved 

~ F(e,)F(e.)*x^) S ;?i v?i ^^'^•'(^^ • «f~'^r'ejr' 

[ 

®1.3 

we have at onee, by use of the equations 

d,F{e,) = — F(g,)F(e,) A«, d,ip, = 2Fye,)^,A,, 



= A23A8,A„+— - Z j^,((?2 — Ö,)A23, 



2 ^ *^l e^—e^ © 



1S4 
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the resnlt that 

is equal to 

r I ^'''' 1 2 ^'^'^ 

— (A,4+ A24 + A34) AMAaiA,2+-— Z fp,(e,-ö,)A„ +-— Z jPi(e,-e,)A„Au 

by means of the identity 

(ej — e^} A.t + (e* — e,) At, + («, — e,) A,,- = o 
the right side, multiplied by — 2, reduces to 

12 3 4 

Lr Ai/^'^ I A>tA>< , AkiAkj I 
^*L(^A — «>X«A — öit) (öA — CitX^A — Ci) "^ (^A — etXck — e/)} 

^ (e< — e,Xe< — etXen — e/X«A — et) ' 
If now we put 

M={e^ — e, )(c^ — e^ ){e^ — e^ )(e, — e^ ){e, — e^ ){e^ — c, ) , Å,j = {e, — CjfAl 
and use the identities 

l,'i,8,4 1,2,» 

^ («, — «,)(«4 — «J^»3^4i =o. 2:(c, — e,)A„ = o, 

we find that the expression above, multiplied by M, can be wTitten as 
the sum of three expressions of the form 
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which is eqnal to 



[1,2.3 -1 



thus, with 



Ufj — Åfj 



Vi 



v> 



we finally have the formula 



v v v v 



8(«,-«,)(«3-«J(e,-e,)(e,-eJ(e,-e,)K-e,) Z Z Z Z ^,^,{u) . c}-'erVr'eJ-> 

[V T 
/"(«, . «,) — 4 (c, — e,)' z z ^A;.(«)c'r'er' 

[P P 
A«8 . «i) — 4(«, — e,)' z Z öi„(«)«^~'«r' 

[v P 
/■(«4 . «,) — 4 (e« — ej Z Z i^,;.(tt)c'r'«r' 
A ^* I ^ ^* I. 

[p p 



[ 



p p 



/■(^i . ^s) — 4K — ej- Z Z i3ip(M)ei-'c;-' 

which, to save repetitions, we shall refer to as the fundamental formula. 
It is clear from it that the funetions Pxpui^pi^) have values independent of 
the order of the suffixes k^ fi,p , p. It is also clear that the arhitrariness 
in the lower limits of the integrals by which Xi , , . Xp were initially de- 
termined from u^ , . , u^, equivalent as it is only to arbitrar}- additive 
constants for the arguments w, . . . Mp, is of no importance, and that, 
similarly, the arhitrariness of the coefficients c^fj, in the definition of the 
polynomial f{x , z) , cancelled as it is by corresponding arbitrarv' additive 
constants for the funetions Px;i{^), is of no importance. 

The above work has been carried out on the hypothesis that the 
hyperelliptic equation y^ = f{x) has no term in x^^"^^. By putting 



X =■■ 



f-a' 



Cl — a 



A 

«. = : 1, 



— /T^p+i 



a 



7 = 



H 



y> 
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where A and a are arbitrary, and, with Å^p^^ arbitrary, 

Il ^ 4^1 • • • ^p^l • • • ^p^ I ^2p+9i 

we easily find the corresponding resulta for an equation 

v' = V»(f-«)(^-«.) • • • (^-«p)(f-r)(f-r.) • • • i^-rp): 

I have carried through the work, which, though long, is not difficult. 
It will be sufficient to state the result, which may therefore be reckoned 
equivalent with the former, or can be directly proved in the same way. 
Let 

where 

P{x) = {x — a)(rr — a,) . . . (x — a^), Q{x) ^{x — c){x — c^) ... {x — c^); 

let Hl , , . Uj, be arbitrary variables, and x^ , . , x^ be thence determined by 
means of 



Xk 






r— l...p 



and put 

Ji{x) = {x — a){x — xy,.{x — x,), <l>{x) = f{x)\[E{x)]\ 

V -V ^* 



^ (e, — Xk) e^ — Xk)Ii'{xk) ' 

fnrther, taking -/>(p+i) arbitrary constant eoefficients Cxj^, define, for 
undeterrained quantities ^, , ö,, the function /(c^ , e^ by means of 



p p 



then, if we define - p{p + i) functions ^a/*(w) by means of the equation 



p p 

X—\ /x— 1 



■--,^^,^^^,, . (e, - ..)'V!,- *(.,)- »M, 

we shall arrive at an equation having precisely the same form as the 
previously deduced fundamental formula. 

Äeta malhematiea, 27. Imprimé le 5 Janvier 1903. 19 
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This second equation being regarded as deducible from the former 
by the transformation suggested, the functions Pxpi{^) occurring in it are 
not identical with but linear functions of the former. 

It is easy to see, as is well known, that the polynomial f{x , z) 
satisfies the two conditions ( i ) of being a rational polynomial in x and z , 
of degree p •■\- i in each, and symmetrieal in regard to them, (2) of re- 
ducing to 2f{x) when z = Xy (3) of being such that 

df(x , e)-i _df{x) 



L 5^ J^-x 



dx 



the condition (3) being a consequence of (i) and (2); and that eonversely 
any expression satisfying these is included in onr form above by suitably 
choosing the constants c^^,, Tliis is so whether f(x) is of order 2p + 2 
or 2^;+ ^^- If we write f{x) symbolically in the form al^^^y one possible 
form for f{x , z), considered by Prof. Klein, is 2al^^a^'^^, Another form 
(suggested by an identity due to Abel, see the present writer's Ahelian 
Functions, p. 195) though not invariantive, appears to possess great sim- 

plicity for purposes of ealculation, namely putting f{x) = ^ ?^x^ we may 

take f{x , ^) = S x*z'[2Å2i + ^2i-\-\{^ + ^)]> with Ajp^, = o. It will save re- 
petitions to refer to this as Abkl*s form for f{x , z), 

If we suppose /^p^^ = o, Ajp+i = 4» ^^^ take this form for f{x , z), 
the equations which express (.'z^jt/,) . . . {Xpyp) in terms of Ui,..Up are given 
at once in a simple form by the formulae above. From the definition 
formula for the functions ^^^iu), dividing by cj"*"^ putting e, = 00, and 
then Cl = Xij we find that x^ , , , Xp are the roots of the equation 

xP — x^-'Ppp{ii) — x''-'pp^p^,{u) — ... — ^p^,{u) = 0; 

while, taking the forraula 



p p p 



— 4 r r r px,x»)e\-'er'er' 

A— 1 /t«l V— 1 

[1,2,3 I 
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we obtain, for the right side, after dividing by ej~^ and putting Cg = CXD, 
the value 

if we now divide by ej"' and put e^ = co, and afterwards put Cj = aj^, 
we find that 

/A = ^r'9ppp{u) + a;rVp,p.p-i(w) + . . . + Pppi{u). 

The fact we ha ve proved, that Px/i^i^) = ^xy;i{^)y shews that 

^ix{u)du, + ... + pj,p{u)dUp, =—dCi{u), say, 

is a perfect differential; in the present order of development the study of 
the character of the funetions Cx{^) is subsequent to that of the differen- 
tial equations. From 

du, " P^i^^'')- au, 

foUows that 

CM)du^ + ... + Cp{u)dUp 

is also a perfect differential. If we write it equal to rf log 6 (w) it will 
be found that the differential equations naturally suggest the consideration 
of 6(w) as a dependent variable, and that they are satisfied by the hypo- 
thesis that 6{u) is an integral function. 

Noie. The formula for the fanctions pXfi(u) which is made the basis of this paper 
was first given by Bolza. Gött. Nachr., 1894, p. 270. A deduction from the theory 
of algebraic integrals was given by him, Amer. J. of Math., XVII (1895), c^^* ii^de- 
pendently, by the present writer {Abel. Funetions, Cambridge, 1897, p. 329); see also 
Baker, On the hyperelliptic sigma funetions, Amer. J. of Math., XX, 1898, p. 378, 
and Math. Annal., L, 1898, p. 462. For the equations of this paper, without de- 
monstration, but with indications of their application, see Camb. Phil. Proc, Vol. IX, 
Pt. IX, p. 5'3> September 1898. The expression for the fanctions Ca(w) in terms of 
algebraic integrals are given in the writers Abelian Funetions (pp. 321 and 195). The 
present development is complete in itself, and requires no previous study of the associated 
BiEMANN surface, if the simple case of Jacobi's theorem of inversion which is utilised 
be assumed. But, if we allow the formula which expresses a theta function of any 
characteristic, not necessarily half-integral, by the addition of certain constants (parts of 
the period system) to the arguments of a theta function with zero characteristic, we see 
that the equations are satisfied by sigma funetions of quite arbitrary characteristic. 
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II. 



We considcr now, as next in logical order, the algebraic problem of 
forming the explicit differential equations from the fundamental formula 
above established, obtaining them by way of example for/? =2 and;; = 3. 
The method followed can be regarded only as provisional. Not only is 
the question how far somc of these equations are deducible from the others 
left unconsidered ; but the isobaric character of the equations, remarked be- 
low, which promises a general rulQ for writing down the equations for 
any value of jp, remains not utilised. The present deduetion has however 
great simplicity and some algebraic interest. 

The foUowing notation is employed: 

The quantities before denoted by e^^ e^, e^, e^ are denoted respeetively 
by X y y y ^ y ty and so 

M=(y — z){z — x)(x —y)[t — x){t — y){t - z) ; 

a summation extending to these four letters is denoted by S\ so that 
for instance 

S[y-znt — x)' = {y-z)\t-x)' + {z-x)\t — yY + {cc—yfit — zf; 

further we denote the symmetric function S{x'^y^s^t^) by (a/9^(?), and the 
sum of the homogeneous products of x y y y z y ty including repetitions, 
a together, by J5„, so that for instance H^ = Sx^ + Syz or H^ = (2000) 
+ (1100); and we denote by la/Sy'^! the determinant 



WM = 



H. 



H, 



IL 



H, 



Ha-i Hf-i Hy-i Hg-^ 

"a— i "a— i "r-1 "d-i 



H 



a-Z 



Ho. H. 



^-8 



r-3 



^9-% 



where Bq= i and, when w is negative, H„ = 0; similarly in what foUows 
quantities usually arising with positive suffixes are to be put zero when 
the general rules would give negative suffixes; 
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we shall need to consider the coefficients (o^) arising in the product 

*.(^ , y) = (^'— y) <P(^ , y) = {x—y)YY^a^x^f = — T T (a/9)irV, 

wherein 0{x , y) is any rational polynomial symmetric in x and y so that 
<^afi = ^^a » and 

for which {afit) = — (/9a) , (a/9) = o ; and shall meet with the Pf af fian forms 
it is easy to see that when the polynomial 0{x , y) is the Abelian form 



i«o 



all the quantities (ay9) are zero in which the difference of a and y9 is not 
I or 2, and that 

(a , a + i) = 2^2^, (a , a + 2) = A^a+r, 

similarly from two such rational symmetric polynomials 

NN NN 

0{xy) = Z Z a^aff, 0'{x , y) = Z Z a;,a?V 

we shall form the quantities 

{«^'o~} = (a/9)(r'o-) - [arWff) + (a^)(/9y) + (r<?)(a'/9') - (/9«?)(aV') + (/9)-)(«'^) 

reducing, when ö^^ = ^o^ , to 2 {apyd) ; in particular when the first poly- 
nomial is the Abelian form above and the second is 

p-ip-i 
that is 

then (o^) is as before and 

functions j^^,, \vith negative suffixes being, aa explained above, put zero. 
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The forms just explained arise natnrally in the problem of expressing^ 
the quotient 

which is an integral sy mmetric polynomial in x , y , z , t; it is equal to 



and contains the term 



-^xVyf{a/9r^^}, 



M 



and is therefore equal to the sum, for all combinations four together of 
the unequal numbers a , /9 , ;- , (? chosen from the set o ... (-AT + i), of 
the expressions 

i7 x"^ 0(f x^ X' 
M 

r f f f 



r r z' 



i' 



iVr^\\ 



V" t^ f ^ 



that is, as is well known, of the expressions 

In precisely the same way the expression 

— ^S(y — z)[t — x][0(y , z) 0'{t , x) + 0{t , x) 0'[y , z)\ 

is equal to the sum of all possible expressions arising of the form 

Returning now to our differential equations, and vvriting for brevity 
/j^ = f\x y y), etc., the suffixes 1,2,3,4 being respectively associated 
\vith X y y , z , t, and f{x , y) denoting as bef ore a rational polynomial 
symmetrical in x y y, of degree p + i in each, for which f{Xy x) = 2f[x)y 
and writing further 
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the differential equations can l)e put into the form 

8 ^5:^ (A — I , /i — I , v — I , /> — 1 )[^i,„^ — 2 {p^xPpX + PaPp!. + Px„<r>p,)] 

wherein 

Ä=i%_^)«(/_a;)« = (2200) — (2iio) + 6(iiii) 

and the summation on the left extends to every combination of four of 
the numbers X — \ ^ fx — i,v — i,/> — i from the set o . . . (p — i). We 
are to express the right side in terms of the symmetric functions {ol^S) 
and equate coeffieients of these on the two sides. The form of the 
fundamental for mula here taken is recommended, not only by the simpli- 
city of the right side, but also by the fact that if we put 

the expression 

Q?,n.p = Plp^up — 2(Pf..PXp + P.).Pp,.+ $'^A^9V) = — ^-« {^^K"^^P — ^^P^lpu + ^^,,,ép)} , 

involves only ö^ in its denominator; when it is proved, as indeed foUows 
from the differential equations, that ö(w) is an integral function, it \vill 
be permissable to say that Qxavp is a function whose (unessential) singula- 
rities are such that 6^{ti)Q^.,^p{u) is an integral function. We remark 

moreover that if 

. _ a a 

then 

where, after differentiation, u[ is to be replaced by u^. 
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On consideration of the forms arising in the fundamental for mula it 
is immediately clear that if we reckon i'?A;i(w) as of weight X + fx^ ^it^vpi^) 
as of weight ^ + /i + v + />» and, in 

A(a^ , y) = Z Z tia^x^y^ 

reckon a^ as of weight a + /?, then the coefficient of the symnietric 
function [oL^yd) on each side of the formula is isobarically of weight 
a + j9 + ;-+^+4- Thus the expression to be obtained for Pxj^„p{u) is 
isobarically of weight ^ + /e + J^ + /o; for instance the function Pimlw) 
can only contain terms of weight 4, and therefore, however great p may 
be, cannot have more than a limited number of terms. While further, 
the form of pxiiypi'^) being obtained for any value of p, its form for any 
lower value, p,, of jp, is obtainable by the mere omission of coefficients 
a^ which contain suffixes a or y9 greater then p^ + i and of functions 
Fäa*(**) which contain suffixes A or /i greater then p^. As before terms to 
which the general rules give negative suffixes are throughout to be omitted. 
We content ourselves here \vith forming the equations for ^ = 3. 
In every form layS)'^?!, or {ayS^J}, we suppose a<^<j'<d] the only forms 
|ay9/-^| arising for p=3, with their values in terms of the symmetric 
functions («/?/•<?), are 

|oi 23I = I ; |oi 24I = (1000), I0134I = (i 100), 

|0234| = (lII0), |l234| = (llll); 

|oi 25I = (2000) + (i 100), I0135I = (2 100) + 2(1 1 10), 

I0235I = (2 1 10) + 3(1 1 1 i), |oi45| = (2200) + (2 1 10) + 2(1 1 1 i) 

|o245| = (2210) + 2(21 1 i), I0345I = (2220) + (221 i), 

|l235| = (2IIl), |l245| = (22Il), |l345| = (222l), |2345| = (2222). 

With the help of these equations we can arrange the expression 

--^S(if-z){t~x)fii/ , z)f{t , x) = T\aM{<^M 

where 

4 4 

/^(a; , y) = Z Z a^3fy^, 
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in terms of the symmetric functions (oooo) ... (2222); for the expression 



'S(i,-z){t-x)P,,P,, =T\aM{^M'' 



M 



where 



Hl 

o U 



-Pn = ??F«+i./j+i^y^ 



only one term arises, namely 



wherein 



|0I23|{0I23}' = (0I)'(23)'-(02)'(I3)' + (03)'(I2)', 



(a^)' = (f}^^^j — i^a,^+i, 



80 that the term is equal to 

which we shall denote by — A. 

For instance by equating the coefficients of (01 12) on the two sides 
of the fundamental formula we obtain the equation 

^"^{Fi^s — 4f^„F,3 — 2<^,2^is} =^ —{0235} — {0145} 
+ 4{o23'5'} + 4{oi4'5'}+ i6{oi23}'; 
it will be sufficient to denote the right side of the equation l^ 

— {0235} — {0145} + 4{. ."}— 16A, 

and so for the others, and the left side by [1223]. With these notations 
the set of equations is as foUows, the left column giving the symmetrical 
function [ol^y^) ^^ which the other terms in the same horizontal line are 
the coefficients: — 



(2222); 


[3333 


(2221); 


, [3332] 


(2 2 20)' 


; [333^ 


(221 l) 


; [3322 


(2210) 


; [3321; 



= — (2345 

= — {1345 

= — {0345 

= — {0345 

= — {0245 



+ 4(--' 

+ 4{. .": 

+ 4{..' 

— (1245} 4- 4{- 

-t- 4\ •• / 
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(2200); 


. [33II; 


= 


{oi45} + 4{.."}+i6A 


(21 1 i) 


; [3222^ 


= — 


2(0245}— {i235} + 4{."} 


(21 10); 


; [3221; 




{0235}— {oi45} + 4{."}— 16A 


(2100); 


[3211; 


— — 


{0135} + 4{.."} 


(2000); 


[311 V 


= 


{oi25} + 4{.."} 


(i i ii); 


; [2222^ 




{1234} 3(0235} 2{oi45} + 4{.."} + 96A 


(i i 10); 


[2221" 


= 


{0234} — 2{oi35} + 4{.."} 


(i 100) 


; [2211' 




{0134}— {0125}+ 4{.."} 


( 1 000) 


; [2111 




{oi24} + 4{.."} 


(0000) 


; [l I II" 


— , — 


{0123} + 4{.."}. 



To calculate now explicit values for the quantities {oL^å} we limit 
ourselves to the hypothesis that f{x , y) is of the socalled Abelian form 



4 4 



f{x , y) = Z Za;y[2Aj, + Vi(:c + y)], 



o o 



where ^ = o, the corresponding resulta for other forms of f{x , y) being 
obtainable by adding a suitable constant to each of the functions Pifii"^)- 
Then with the equations, remarked before, (a, a+ i) = 2A2a» {^y of+2)=^a+ij 
we obtain, for the forms {oL^d} which arise when p = 3, 

{oi23} = 4A,A,— ^j^,; {0124} = 2^,^^, {oi34} = 4^^, {02^4} = 2Å,Å,, 

{1234} = 4^6—^8^*; 

{0125} = o, {0135} = 2;^A,, {0235} = AjA,, {0145} = 4^8) 

{0245} = 2Å,k,, {0345} = o, {1235} = 2X^k,, {1245} = 4A,A3, 

{1345} = 2A3A3, {2345} = 4KK —K^' 

To calculate the quantities {a'y?V^} we require the values of the 
quantities 
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those which enter are found to be given by 



(o'i')=o (o'2')=o (o'3')=Fn (o'4')=Fu (o'5' 

(i'2') =— 3F„ (i'3')^ 2^., (i'4')=^„-3F,. {i'5' 

(2'3')=4F.,— 3F„ (2'4')= — 2^,, (2'5' 

(3'4')=— 3^„ (3'5' 

(4'5' 



=o 



From these we easily calculate the fifteen quantities {oi2'3'}. .. {234*5'}; 
for instance 

{OI2'3'} = (01)(2'3')-(02)(1'3') + (03)(I'2') + (23)(0'I')-(I3)(0'2')+(I2)(0'3') 
= 2^,(4^,3 — 3p,,) + 2A,^„ + 2^^„. 

When all these are substituted we find the foUowing differential equations 
Pas^ — (>Pm ^ ~ 2 ^^ + 8 ^'^' "^ ^'^^^^^ "^ ^'^^ "*" ^(4^31 — 3F22) 

F3332 6^23^38 = zk^ +^^32 + 3 ^7(3^31 Pk) + 24$!^21 

Fasat ^PaiPsa ^ ^i^3i j^^^i "T ^sFii 

j?3S22 4^32 2^22^33= 2^^ +24^32+ ^Fai" g^Fsi— 2AeJ?u 

Pa^i — ^PaPsa — WsaPn = — -KK +3 4^31 

PsSlt 4P^t —2PiiPss=— 2^^6+2 A 

9 

III 3 * 

^3221 — 4F12F23 2^22^13 = g ^1^7 " " ^/s + K^^l " 2 A 

^3211 4F12F13 2^11^23 = "~ 4 ^^ + 2 ^^^^1 
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^2222 ^i^22 = 2 ^^^ "^ 8 ^^^^ 8 ^^^ ^^ i^P'<3S "1" ^3^32 

+ ^4f>22+4F21— 3^Fll+ ^2^ 

F2221 6^21^22 = 2^1^ 2^^ 2^li^33+ ^8^31+ ^4i^21 2^^^^ 

F221I 4$«^12 2^22i^ll = 2 ^^ 2/<j^i7:^3 2 ^1^5^ ^" ^2^31 + 2 ^^21 

F21II— 6^11^12 = —4^5— 2^^32+2^1(3^^31—^22) + ^2^21 

Pnn— ^9^n = — :; M + ö ^i^ + ^(4f^3i— 3^22) + ^^21 + ^Pn 



8 



wherein 



^ — F32F2I ^^31^22 + $^31 F33F1I • 

Of these the last f ive equations give the proper equations f or jp = 2 , 
by putting therein A7 = ^ = o and P3a = Ps2=^ Psi = o ; while the last 
equation gives the proper equation for p == i . 

These equations put a problem: To obtain a theory of differential 
equations which shall shew from them why, if we assume 

Pxf.W = — 9" log 6{u) I du^du^, 

the function ö(t#) has the properties which a priori we know it to possess, 
and how far the forms of the equations are essential to these properties. 
It must suffice for the present to have stated the problem. 

Cambridge (Engl.), 14 February, 1902. 

[15 August. In illustration of the remarks as to weight (p. 152)1 it may be 
added that the equation given above for ^o^^^^ is true for any value of p, and that the 
equations for the preceding four functions ^^^i,, , ^«?s«ii » i^^nfi » Pt%%i ^^ t^*^® ^^^ *°y 

value of p if we add to the right sides the respective terms, 

3 
for i^j^,^, the term S^o^-^m» ^or j;?,,^, the terms ^(2^^^^ + j^.J + -^»^^x*» 

for ^,,,, the terms 

and for ji?,,,, the terms 

^o(4Fi6 — 3^44) + ^i(4^« — 3^34) + 4^i^'^f4 + ^^(<PiiPi4 — i-^ift^u)-] 
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A GENERALISATION OF A THEOREM OF M. PICARD WITH REGARD TO 
INTEGRALS OF THE FIRST KIND OF TOTAL DIFFERENTIALS 

BY 

ARTHUB BERRY, 

of CAMBRIDGE (EnRl). 



To the integrals connected with a plane curve, which are associated 
with the name of Abel, correspond two distinct classes of integrals con- 
nected with an algebraic surface, viz. double integrals and integrals of 
total differentials. The latter were introduccd into mathematical science 
by M. PiCARD and a large part of what is at pre«ent known about them 
is due to hun\ 

If a surface of order », 



(O 



f{x,y,2,w) = o, 



admits of an integral of the first kind, it is necessary that four homo- 
geneous polynomials, ^i , ^3 , ö- , Ö4 , of order n — 3 , should exist, which 
satisfy the identity 



(2) 



sj.+ s,f,+ ej\+ej^ = o, 



and that the determinant« of order n — 2 , belonging to the array 

X , y , z , w 



* M. PiCARD^s firat important memoir on the subject appeared in Liouvii-X.e'8 
Journal, sér. IV, t. I (1885); *^® chief resulta are to be found in the Theorie des fotictions 
algébriques de deux variables indépendantes, which he published in 1897 in conjunction 
with M. SiMART. All the resulta which I use are oontained in chapter V of this book. 

Acta ntathematiea. 27. Impriraé le 5 Janvier 11X)3. 
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should vanish at every singular point of the surface. They must also 
satisfy further conditions, at present imperfectly known, at points of higher 
multiplicity. 

It is also known that, if an integral of the first kind exists, the 
surface must have at least one singular point. The object of this note 
is to generalize this result. 

Let US take two points (P , Q) in space with coordinates (A , /i , v , ©) 
and {X , /i' , u' , B') ; then if we avoid special positions we can take co* 
positions of PQ such that the tangent planes through PQ touch the sur- 
face in w' distinct points, which do not lie on any singular line or at 
any singular points of the surface; n' is then the dass of the surface. 

The coordinates of these n' points satisfy the equations 



(4) 

(5) 

as well as 

(6) 






nf = xi, + y/L + zf, + wf„ = o 



Also, by hypothesis, fx, f,, f,, fu do not all vanish at these points; hence 
eliminating these differential coefficients between (4), (5), (6) and the iden- 
tical relation (2), we have: 



(7) 



F = 



X , y , z , tv 
k , JU , v , B 



= O 



This is a surface of order n- — 2 , on which the w' points also lie. 

Thus the n' points lie on each of the surfaces (4), (5), (7); but these 
surfaces cannot meet in more than {n — if{n — 2) points, unless they have 
a common curve. 

If possible let these threc surfaces have a common curv^e ; then if this 
curve also lie on /'=o it follows from (4) and (5) that the tangent plane 
at every point of it passes through PQ, which is impossible unless it be 
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a double (or multiple) curve on f= o, We may therefore assume that 
along this curve, assumed not to be a multiple curve on /^ = o , 



(8) 



^fx + yf, + 2f'. + wf^ = k, 



where ä =t= o , except at a finite number of pointfi where the curve' meets 
Solving for /, from (2), (4), (5) and (8) we have 



L.F = k 



^1 > ^j > ^t 
X , fl , v 

X\ fl', v' 



But F = o along the curve, therefore also along it 



(9) 



^1 j ^a > ^« 
X\fi\ P' 



= O 



Thus the curve in question is some part of the intersection of the 
surfaces (5) and (9); but these are independent of ©, so that the curve 
remains fixed as a) varies continuously ; accordingly it lies on all the sur- 
faces given by (4) as © varies continuously ; hence it lies on /"^ = o . 
Similarly it lies on T, = o , /j, = o , ^, = o ; it is therefore a double curve 
on f=o. 

Again, since F is a linear combination of the determinants (3), the 
surface F = o passes, with a certain multiplicity, through the multiple 
points and curves of f=0\ let us suppose that these singularities absorb q 
of the intersections of (4), (5), (7), so that the remaining points of inter- 
section are diminished to 

(n — i)^(w — 2) — q, 
We have thus the inequality 



(10) 



n' <{n — if{n — 2) — q 
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But for a non singular surface 

n' = {n — iffiy 

80 that there must be enou^h singularities to diminish the class of the 
surface by at least 

2{n—iY + q, 

We can obtain a second inequality of a similar character by consi- 
dering the number of points of intersection of one of the polars, say (4), 
with f= o, jP = o . By similar reasoninjSf we can shew that these three 
surf aces can ha ve no common curve other than a multiple curve on /* = o , 
so that the number of points of intersection distinct from singularities is 
w(w — i)(n — 2) — r, wherc r is the number of intersections of the three 
surfaces absorbed l)y the singularities of f=o, We thus obtain 

(ii) n' <n(n — i)(w — 2) — r, 

so that there must be enough singularities to diminish the class by at least 

n{n — i) + r. 

In the case of the simplest kinds of singular points and singular lines 
the numbers q and r can be calculated without difPicult}'; but in the 
more complicat^d cases I do not know . of any methods that are generally 
appUcable. Accordingly I only illustrate these inequalities by some very 
simple cases. 

If any multiple point of f=o is equivalent to the same number 
of intersections of f=o with two polars on the one hand, and with one 
polar and F =^ o on the other hand, its presence effects both sides of (11) 
equally. This is the case with an ordinary conical point of order 2, 
which diminishes the class by 2, and with a biplanar point of the 
simplest kind, which diminishes the class by 3 and also counts triply as 
an intersection of F = o with f= o and a polar, since it can easily be 
shewn that F = o, like a polar, has a tangent planc passing through the 
intersection of the two tangent planes to the surface at the biplanar point. 
It follows that if the only singularities of the surface are double points of 
these two speeies, the inequality (11) is impossible. We thus get the resnlt: 
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a surface, the only singulariiies of which are double points which di- 
mifiish the dass hy 2 or 2>^ ^^^ ''^t^ wo integral of the first kind of a 
total differential. 

Let US next suppose that the only singularity is a nodal double curve, 
reducible or otherwise, of order m, with h apparent double points and / 
actual triple points; then if there are no further sinjfularities on the curve, 
other than those which result necessarily from thcse characteristics, it is 
known^ that the curve diminishes the class oi f=o bv 

m{7n — 4m — 8) + 8ä + gt. 

Also since F = o and the two polars pass through this curve it absorbs 
at least 

g ^ m[n — i + ^ — ^ + ^ — 2 — m — i ) + 2// 

of the points of intersection of the three surfaces^ 
Similarlv the curv^e absorbs at least 

r ^ m (w + 2 (w — I ) + 2 (n — 2) — 27h — 2 } + 4Ä 

of the points of intersection of F =0^ a polar and f= o. 
Substitutine^ in (10) and (11) we hava the inequalities 

(12) m(4W — 3m — 3) + 6Ä + gt>^ 2{n — if 
and 

(13) 2m{n — m) + 4Ä + 9t>^n{n — i). 

These formulae may be illustrated by the cases of quartic and quintic surfaces. 
In the case of a quartic surface (n = 4), if »n > 2 , the surface is 
rational or reducible; rejecting these cases we see that the only admissible 
solution of these inequalities is given by 

f M = 2 , 7i = I , t = o. 

The nodal curve accordingly consists of two non-intersecting straight 
lines; and it is known that this quartic does admit of an integi^al of the 
first kind. 



* Salmon'8 Oeometry of three Dimensions, § 94. I follow the notation of § 386, 
which is difierent from that of this artide. 

• Ib. § 386. 

Ada fnaih0matiea. 27. Imprimé le 5 janvier llM.i3. 21 
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In the case of a quintic surface (n = 5), we can exclude for the same 
reason as bef ore the cases of m > 5 ; the inequalities reduce to 

^w(i7 — im) + 6Ä + 9<> 32 

and 

m(io — 2 m) + 4Ä + 9^ >^20. 

The inequaUties obviously cannot be satisfied hy m = i or m = 2 . 
If wi = 3 , then 

6Ä + 9^>8, 4A+ 9<>8, 

whence 

h>^2] or ^ > I . 

In the former case we have a conie and a straight line, or three 

straight lines which are not coplanar, and in either case it is easily shewn 

that the surface is rational or reducible; in the latter case we have three 

straight lines meeting in a point. 

If m = 4 , then 

6Ä + 9t^ ^2, 4Ä + 9t>_ I 2, 

whence 

'^^3, ör h>_i , t>^i y or t>^2. 

It is easy to verify that in all these cases the quintic must be 

rational or reducible. 

If m = 5 , then 

6h + 9< >^22, 4Ä + 9<>^20, 

whence 

Ä>^5, or A>^3,<>^i, or A>^i,<>2, or />^3. 

It is again easy to verify that in all cases except the first the 
quintic must be rational or reducible if it can exist at all; and that we 
have left the case in which the double curve is an irreducible quintic 
with 5 apparent double points. I have verified by other methods that 
such a quintic effectively possesses an integral of the first kind. 

Cambridge, Jan. 1902. 
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t)BER DIE METACYKLISCHEN GLEICHUNGEN VON PRIMZAHLGRAD 



VON 

A. WIMAN 

In UPSALA. 



% 1. Referat uber die Ar betten von Abel, Kronecker tmd 

Herm Weber. 

Wie lebhaft sich Abel fiir das Problem der algebraischen Auflösung 
der Gleichungen interessiert hat, ist aus wiederholten Ausserungen in seinen 
Briefen ersichtlich.' Zunächst war es ihm gelungen den ersten vollstän- 
digen Beweis zu erbringen, dass die allgemeinen Gleichungen von höherem 
als dem vierten Grade nicht durch Radikale auflösbar öder, wie wir mit 
Herm Weber sägen wollen, nicht metacyklisch sind. Durch eine Ver- 
tiefung der hierbei angewandten Methode woUte er alsdann zeigen, wie man 
alle metacyklischen Gleichungen aufstellen kann.^ Seine diesbeziiglichen 
Untersuchungen waren leider bei seinem friihzeitigen Tode unvollendet. So 
hat er die wichtigen Sätze, vermittelst deren die Aufgabe auf primitive 
metacyklische Gleichungen von Primzahlpotenzgrad reduziert wird, ohne 
Beweis hinterlassen (Oeuvres II, p. 222). Bezuglich der metacyklischen 
Gleichungen vom 5. Grade hat er in einem Briefe an Crelle (Oeuvres 
II, p. 266) die allgemeine Gestalt der Wurzeln angegeben. Eine ent- 
sprechende Darstellung fiir die Wurzeln einer metacyklischen Gleichung 



* In einem Briefe an Holmboe (Oeuvres II, p. 260) bezeichnet er diese Aufgabe 
als sein »Théme favori». 

' Hier lassen wir unerörtert die wichtigen Klassen von specieilen metacyklischen 
Gleichungen, welche Abel entdeckt hat, wie die nach ihm benannten ABEL'schen, sowie 
die damit verwandten Gleichungen der komplexen Multiplikation. 

Aeta math0matia, 27. Imprimé le 5 janvier 1903. 
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von einem beliebigen Primzahlgrade p wurde von Kronecker bei seiner 
Wiederaufnahme des Problems gegeben.^ Hierbei treten als Endradikale die 
ptfn Wurzeln aus gewissen Grrössen r auf, welche ihrerseits einer cyklischen 
Grleichung vom Grade n geniigen, wobei n einen Teiler von p — i bedeutet. 
In seiner späteren Note gab Kroneckek fiir diese Grössen r explicite Aus- 
driicke durch Kreisteilungsgrössen, wobei er den freilich erst in neuerer 
Zeit von den Herren Weber und Hilbkrt bewiesenen Satz benutzte, dass 
alle im absoluten Eationalitätsbereiche AfiEL^schen Körper Kreisteilungs- 
körper sind. Es war aber noch kein Beweis gege ben, dass die Wurzeln 
einer metacyklischen Grleichung von Primzahlgrad sich wirklieh in der an- 
gegebenen Weise darstellen lassen. Ein soldier wurde erst von Herrn 
Weber erbracht.^ Die Form der Wurzeln, um welche es sich bei diesem 
Beweise handelt, ist jedoch in gewissen Fallen nicht als die eigentlich 
naturgemässe zu betrachten. In der Tat hatte schon Kronecker, wie oben 
angedeutet wurde, eine Fallunterscheidung eingefiihrt. Die verschiedenen 
Fälle beziehen sich, wie wir hier zeigen w^oUen, in ziemlich komplizierter 
Weise einerseits auf die Gruppe der Gleichung, anderseits auf die ver- 
schiedenen Möglichkeiten betrefifend den gemeinsamen Unterkörper des durch 
die Wurzeln der Gleichung gebildeten Körpers und des Körpers der p*®° 
Einheits wurzeln. 



§ 2. l^ie Gruppe d^s Körpers R(x,£), • 

Es sei mit R der zu Grunde gelegto Rationalitätsbereich bezeichnet. 
Die Wurzeln XojX, , . . . ;c^_i der Gleichung bestimmen einen Körper ii (;r) 
iiber R. Werden hierzu noch die y**" Einheitswurzeln adjimgiert, so er- 
hält man einen Körper R{x,s). 

Die am Ende des vorigen Paragraphen besprochenen Verhältnisse be- 
ruhen nun darauf, das die einzelnen Radikale, welche in den Ausdriicken 
fiir die Wurzeln auf treten, nicht dem Körper -R(rr), sondem erst dem 
Körper R{Xy s) angehören. Da es sich also um Grössen in diesem Körper 

' Berl. Ber. 1853, p. 365; 1856, p. 203. Doch ist es, nach den unvollständigen 
Notizen zu urteilen, welche aus dem Nachlasse Ab£l's hieriiber publiziert worden sind 
(Oeuvres II, p. 233 — 243), höclist wahrscheinlich, dass schon Abel die fragliche Dar- 
stellung gekannt hat. 

' Marb. Ber. 1892, p. 3; Algebra I, Abschn. 18. 
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handelt, so ist zunächst die zugehörige Gruppe zu bestimmen. Da die 
Gleichung irreduktibel sein soU, so lassen sich die Wurzeln in solcher 
Weise ordnen, dass fiir 

(S) ^\=^i^X 

\\-) ^i ^= ^ir (< = 0,l,...,p-l) 

die Gruppe G des Körpers R{x) durch die Substilutionen S und T erzeugt 
wird,* wobei die Indices nach dem Modul p genommen werden sollen, ff 
eine Primitivzahl nach jp, und e einen Teiler von p — i bedeutet. Die 

Gruppe G hat dann die Gradzahl — -, 



2ff< 



Die Grösse s ^ e'' bestimmt bekanntlieh iiber den Körper der ratio- 
nalen Zahlen einen Körper k{s) vom Grade p — i, dessen Gruppe durch 
die Substitution U = {s : s^) erzeugt wird. Der Einfachheit halber machen 
wir, falls nicht ausdriicklich anderes vorausgesetzt wird, die Annahme, im 
Bationalitätsbereiche R sei kein höherer Unterkörper von k{s) als der 
Körper der rationalen Zahlen enthalten. Der Körper R{b) iiber R hat 
dann ebenfalls den Grad p — i , und die Gruppe T dieses Körpers lässt 
sich durch U erzeugen. 

Den gemeinsamen Unterkörper, welchen die iiber R aufgebauten Körper 
R{x) und R{s) gemein haben, bezeichnen wir mit R{(T)y wo ö-eine den Körper 
bestimmende Grösse bedeutet. Dieser Körper muss zu ausgezeichneten Unter- 
gruppen von sowohl G als T gehören, welche je von gleichem Index sein 
sollen. Die ausgezeichneten Untergruppen von G sind nun den Teilem 

von zugeordnet, so dass zu jedem solchen Teiler e^ eine durch aS und 

T'» erzeugte Gruppe gehört. Den gleichen Index e^ besitzt die durch U*' 
erzeugte Untergruppe von T. Sowohl durch T als durch U wird offenbar 
die Eeihe der zu a conjugierten Grössen ^ , ^, , . . . , a^^^i cyklisch verschoben, 
und es giebt fiir e^ > i immer eine Operation U\ wo / eine relative Prim- 
zahl gegen e^ sein muss, welche dieselbe Verschiebung wie T bewirkt. 

Die Gruppe A des Körpers R{x , s) lässt sich durch die Substitutionen 
ausdriicken, denen bei ihr die den Körper bestimmenden Grössen x und s 
unterworfen werden. Wie sofort ersichtlich, diirfen bei A nur solche Sub- 



' Vergl. Ga LOIS, oeuvr., p. 47. 
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stitutionen in R{x) iind R{e) gleichzeitig ausgefuhrt werden, bei denen 
die Grösse a in dieselbe conjugierte Grösse ubergefuhrt wird. Umgekehrt 
muss auch A alle Operationen von dieser Eigenschaft enthalten, denn 

anderenfalls wäre der Grad von A nicht — — mal so gross als der 

Grad von G, Dies muss aber der Fall sein, weil der Körper R{x , e) in 

Bezug auf B{x) den Relativgrad besitzt, welehe Tatsache aus dem 

Umstande folgt, dass R{x) keinen höheren Unterkörper von R{e) als R{o) 

vom Grade e^ enthalten darf. Bezeichnen S bez. S^ die beiden oben 
besprochenen ausgezeichneten Untergruppen von G bez. f, so lassen sich 

die ^-^- Operationen von A in der folgenden Weise darstellen: 

(I) (r , z,) ; (rr , r/Tj ; . . . (r'.-'5: , c/'<'--')2:,) , 

wo die Substitutionen von S und S, auf alle mögliehen Weisen kom- 
biniert werden. ^ 

§ 3. IHe Sesolventen. 

Vermittelst der svmmetrischen Funktion 

und der sogenannten Lagrange 'schen Resolventen 

{e\ x) = Xo + e'x, + . . . + s^^^-^^a?^-.! 
giebt man bekanntlich die Wurzeln der Gleichung in der Gestalt: 

(2) x,= \\A+Y\-*'{s\:r)\. 

Man hat also in diesen Ausdriieken die p*^° Wurzeln aus den Grössen 



' In dem allgemeineren Falle, wo R einen Unterkörper von k{e) vom Grade å 

p — I p — I 

enthält, hat man - — ^ — als Grad von R(s). Es muss dann e^ auch Teiler von — - — 

ö o 

sein, und die Gruppe A besitzt den Grad ^r — . 

ee^o 
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zu ziehen. Wir woUen nun zunächst die Gruppe des durch diese Grössen p 
bestimmten Kör pers R{p) ermittéln und dann nachweisen, wie die Eadikale 
[e\ x) durch ein einziges von ihnen und Grössen im Körper R{p) sich 
rational ausdriicken lassen. 

Erstere Aufgabe erledigen wir, indem wir nntersuchen, welehen Ein- 
fluss die Substitutionen von A auf diese Grössen p ausiiben. Bleiben 
nämlich alle Grössen p bei einer Untergruppe A, , welche innerhalb A 
ausgezeichnet sein muss, invariant, so ist die fragliche Gruppe als Faktor- 

gruppe — zu charakterisieren. Hierbei haben wir, da 8 offenbar keine 

Vertauschung unter den p bewirkt, nur Substitutionen von der Gestalt 
T^U^ in Betracht zu ziehen. Eine solche Operation fiihrt 

(3) p,= [x, + i:s''x,Y 

in 

(3') [X, + Z e''''x^,xY =[x,+ T. e^'^-"x,Y = Pi^-'^ 

fiber. Nehmen wir noch auf den später zu beweisenden Satz Bezug, dass [fiir 
/£ — eX^o (mod p — i )] wenigstens zwei Grössen p^ und Pi^-ti von einander 
verschieden sind, so können wir jetzt den Satz aussprechen, dass die Gruppe 

von R{p) cyklisch ist und den Grad besitzt, wo e^ den grössten Teiler 

von p — I bedeutet, wélclier bei jeder zulässigen Kombination von /x und X 
in IX — eX aufgeht. Nach ( i ) ist p^= kl -\- kiCi, X = k -\- k^ei , also /i — eX 
= k{l — ö) + Ati^i — k^eCi, wo die ganzen Zahlen k^k^ und k^ nach den 

bezuglichen Moduln Ci , — — und beliebig genommen werden können. 

Hieraus ersieht man, dass e^ den grössten gemeinsamen Teiler von e^ und 
e — I darstellen muss. Die Grössen p zerlegen sich in e^ Systeme von je 

- — conjugierten Grössen, so dass die Grössen />, , p^e^ , . . . p^^^i^^ jedes- 

mal zu demselben Systeme gehören, wobei natiirlich die Indices iyig^*,... 
nach dem Modul p zu nehmen sind. 

Bei der Auilösung einer metacyklischen Gleichung vom Grade p sind 
also von Bedeutung: 

i) die Gradzahl ^— ^ der Gruppe der Gleichung; hier giebt es so 

viele Möglichkeiten, wie p — i Teiler besitzt ; 
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2) der Grad e, des gemeinsamen Unterkörpers von R{x) und B{e)'j 
die Anzahl der Möglichkeiten ist hier gleieh der Anzahl der verschiedenen 

Teiler von ; 

e 

3) fiir e^ > i der Exponent / in der Operation 2^U\ welche in der 
Gruppe des Körpers R[x , s) auftritt; da / nach dem Modul Cj , und zwar 
als relative Primzahl, zu nehmen ist, so giebt es hier ^(öj Möglichkeiten. 

Ist eine Grösse /> = o , so verseh\vinden nach den Grundsätzen der 
GAL0is'schen Gleichungstheorie auch die iibrigen Grössen p , welche dem- 
selben conjugierten Systeme angehören. Es muss aber mindestens ein 
System von Grössen p geben, dessen Glieder nicht identisch verschwinden ; 
anderenfalls wären ja nach (2) die Wurzeln x gleich gross und rational. 
Es lässt sich immer durch geeignete Wahl der Indices der Wurzeln er- 
reichen, das p^ = (s , xY nicht verschwindet. 

Wir woUen jetzt beweisen, dass die nicht verschwindende Grösse p^ bei 
keiner Operation von A, welche in A, nicht enthalten ist, ungeändert 
bleiben känn, also eine primitive Grösse in dem zu Aj gehörigen Unter^ 
kör per von R{x , s) dar st ellt, so dass alle Grössen des fraglichen Unterkörpers 
sich rational durch p^ ausdriicken lassen. 

Nach (3) und (3') geniigt es fiir unseren Beweis, falls wir nachweisen 
können, dass />, von jeder anderen Grösse p^ verschieden sein muss. Nun 
bleibt der Ausdruck 

sowohl bei A? als bei jeder Operation von der Gestalt T^U'^, also bei allén 
in Aj enthaltenen Operationen, invariant. Es gelten mithin Eelationen 
von der Gestalt 

(5) {s\x) = r,{e,x)\ 

wo die r< solche Grössen des Körpers R{x y s) bedeuten, welche die Opera- 
tionen von Aj zulassen. Wäre nun fiir ein besonderes / 

(e' , x)" = (s , xY, 

80 hatten wir eine Kelation 

{s\x) = e'{s,x), 
woraus nach (5) 

is,xy-W, = e\ 
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Da 

i ^ I (mod p) 

80 lassen sich die ganzen Zahlen k und k^ so bestimmen, dass 

k{i — i) = I + k^p. 
Aus der Eelation 

wiirde man dann erhalten 

(e, x) =^7*»rr*e*". 

Man hatte also f iir (e , x) einen Ausdruck, dessen sämmtliche Faktoren bei 
der Operation 5 ungeändert bleiben sollten. Dasselbe wiirde dann auf 
Grand der Relationen (5) f iir sämmtliche Resolventen (e* , x) gelten, und 
mithin nach (2) fiir die Wurzebi x, Wir sind also durch unsere Annahme 
p^ = p^ auf die Ungereimtheit gestossen, dass die Wurzeln x die Operation 
S zulassen sollten. 

Nach der jetzt bewiesenen Eigenschaft der Grösse p^ , dass sie eine 
primitive Qrösse des zur öruppe Aj gehörigen Unterkörpers von R{Xy s) 
liefert, können wir den Relationen (5) die folgende Form geben: 

(6) {s\x) = f,{p,)(s,xy, 

wo die fi rationale Funktionen bedeuten. Fiihrt man in einer Relation (6) 
die Substitutionen von A aus, so erhält man 

(7) {s'^'\ X) ^ r,{p^.,){a''^ , xy (u = o,i , ....,^rii_ ,^, 

und zwar hat man p — 2 solche Systeme von Relationen (7), da man in 
(6) fiir i irgend eine von den Zahlen 2 , 3 , , . . , jp — 2 setzen känn. 



Aeta tnathematiea. 27. Imprimé le 5 janvicr 19U3. 22 



170 A. Wiman. 

§ 4. Uie Wtirzelfornien. 

Die folgenden Eelationen erhält man direkt aus (6) und (7), indem 
man die Bezeichnungsweise etwas ändert: . 



(8) 






{s , x)(s'''-'-'\ X)-'" = k-, 



1 



Hierbei ist, wenn kQ^=k(p^) gesetzt wird, 

SO dass die A\ ein System von conjugierten Grössen des Körpers R{p) bilden. 
Wenn wir diese Funktionen A:© » ^'1 » • • • » ^p-i — i ^^r Reihe nach zu 

den Potenzen g^~^~^^ ^ ff''~^~^^' , . . . i erheben und dann multiplizieren, so 
heben sich im Produkt der Unken Seite von (8) alle Resolventen mit Aus- 
nahme von {s , x) heraus, und man bekommt 



(9) (s ,«•)-''-' = A-f-'-"<—"- ... v, 



Wir wählen ff, was immer möglich ist, so, dass 

ff^"^ — I ^ — p (mod p^), 

Es sei nämlich. fiir eine besondere Primitivzahl g^ nach p 

y^^ — I =/;? (mod /). 
Wir setzen dann 

so dass 

ff'-' — I = .<"' —i+m{p—i )f;--p = (1 - mf-')p (mod p') , 

und es lässt sich immer eine ganze Zahl 7u so bestimmen, dass die Kon- 
gruenz 

/ — w^j""^ ^ — I (mod p) 
befriedigt wird. 
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Nachdem wir durch die Relationen: 

I — f~^ =p—^p'\ ff" = pq. + n , o<r,<p (v=o. 1. ....p-i) 
die ganzen Zahlen A , q^ und r^ ermittelt haben, setzen wir 

Es geht dann (9) in 

(10) {e , xY = [K,{p,)Yk[p-^-^.k\p-^-^^. . . . k,^ _^ 

iiber. 

Es lässt sich beweisen, dass die Grössen ki primitive Gr assen des Kör- 
pers R{p) dar stellen y so dass keine zwei unter ihnen einander gleich sein 
können. Gehörten nämlich diese Grössen schon zu einem Unterkörper von 

iJ(/>) vom etwaigen Index \,-/ , so wiirden sie die Substitution (/>, : />^^^,) 

zulassen. Man hatte also 



««^ 



7. h 7. /. 



1 






wo Avir i < ^8 annehmen wollen. In (9) wäre raithin k^ zu der Potenz 

erhoben. Diese Summe ist aber durch p teilbar. Es sind ja die betreffenden 
Glieder Wurzeln der Kongruenz 

p-i (*»-0(p-i) 

Offenbar ist dann aueh die Summe der zugehörigen Eeste 



ten 



durch p teilbar. Man wiirde also, falls man in (10) beiderseits die p 
Wurzeln auszieht, f iir (s , x) einen rationalen Ausdruck durch e und Grössen 
des Körpers R{p) erhalten. Wir hatten aber schon im vorigen Para- 
graphen Gelegenheit, den Widerspruch bei einer solchen Folgerung hervor- 
zuheben. 
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Werden in (lo) die Substitutionen von A ausgefuhrt, so erhält man 



P— > 



«« 



I neue Relationen: 



wo die Indices u -{- i nach dem Modul genommen werden. 

Schreiben wir zur Abkiirzung 

(12) r, = Äf, 

so ergiebt sich aus (lo), indem man rechts und links die p^^ Wurzeln 
auszieht, 

(13) (e , a;) = KM /p---.^;'-'-"' . . . r,_, 



— 1. 



In entspreehender Weise erhalten wir aus ( 1 1 ) 



p — i 



(14) {e'''\x) = Ä;(/>,.,)r;''-^-'/;;^--^ ... r^, (v = i , 2 , ...,^ -^_i), 



«« 



wo die Radikale r^ in derselben Weise genommen werden können wie in 
(13). Nach (8) hat man ja 

(e''-,:r)(e.x)-''- = Ä_,Äe,-..*r""- 

Man ersieht aber aus den in diesem Paragraphen gegebenen Relationen 
leicht, dass diese Identitiit nicht bestehen wiirde, falls bei der obigen 
Wahl der r^ auf der rechten Seite von (14) noch eine Potenz von e als 
Faktor hinzukäme. 

Einen ähnlichen Ausdruck erhält man f iir jede Resolvente {s\ x) . 
Zunächst lässt sich setzen 

i = f-^'"^ (mod p) \o<fi<e^, o£^<^-^-^] • 

Aus den Relationen (6), (7), (13) und (14) erschliesst man dann, dass 
Identitäten von der Gestalt 

( 1 5) (£^'^'"^ x) = KJp^yt,) z^p-1-et+M r^p-i-«'.+/* . . . T^A* 
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bestehen miissen, wo eine gegenseitige Abhängigkeit zwischen den 62 Funk- 
tionen JSTo , JSl, , . . . , Äe,-i nicht stattfindet. Der Wurzelausdruck (2) nimmt 
jetzt die folgende Gestalt an: 



P-» , . P-» 



(16) i\^+i i Kip^'^) n /-'-c'-^»'.-" . 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass (16) in einen Ausdruck von der- 
selben Schreibweise iibergeht, falls man irgend eine Operation der Gruppe 
A ausfiihrt. Man findet auch, dass der Ausdruck nur p Werte annehmen 

känn, wie man auch die Eadikale k^ = r^ bestimmen mag. In der Tat, 

multipliziert man das Eadikal r^ mit dem Faktor ** , so hat dies dieselbe 

Wirkung, als ob man dem Radikale To den Faktor e ^ '* "^^ hinzufiigt. 
Man erhålt mithin alle möglichen Werte von ( 1 6), indem man unter beliebiger 
Fixierung der ubrigen Eadikale detn Radikal Tq seinepverschiedenen Werte beilegt. 
Bei seiner Herleitung der Wurzelform betrachtet Herr Weber zu- 
nächst iCo , a?i , . . . , Xp^^i als unabhängige Variable. Erst nachdem die nötigen 
Sätze iiber die Lag rang e 'schen Resolventen entwickelt worden sind, macht 
er die Festsetzung, dass die Variablen x die Wurzeln einer irreduktibeln 
metacyklischen Gleichung vom Grade p sein sollen. In solcher Weise er- 
hält er eine in allén Fallen gultige, von der Eolle, welche die p*®*" Einheits- 
wurzeln gegeniiber dem Körper R{x) spielen, unabhängige Wurzelform, 
und zwar von der Gestalt ( 1 6) f iir den speciellen Fall Cj = 1 . Diese Yer- 
schiedenheit in den Endresultaten darf natiirlich nur scheinbar sein. Bei 
Herrn Weber sind die p — i Grössen Äq » ^1 > • • > ^V-i ^^^ Wurzeln einer 
cyklischen Gleichung. Diese Gleichung braucht aber nicht irreduktibel zu 
sein, sondern känn in e^ verschiedene Faktoren zerfallen, wo e^ einen be- 
liebigen Teiler von p — i bedeuten känn. Der Körper, welchem die 

Grössen Ä:< angehören, besitzt mithin den Grrad -— . WoUte man nun 

die in der Wurzelform des Herrn Weber auftretenden Grössen k^ und K^ 

durch ein conjugiertes System von Grössen des fraglichen Körpers 

darstellen, so wlirde man eben auf unsere Fallunterscheidungen gelangen, 
80 weit sie in (16) ihren Ausdruck finden. 
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Es drängt sich noch die Prage auf, wie man, wenn die Grössen A, 
oder />, gegeben sind, also aus der Beschaffenheit einer Wurzelform (i6), 
die Eigensehaften des zugehörigen Körpers B{x) ablesen känn. In erster 

Linie liandelt es sich dabei um den Grrad — der Grruppe 6?, sowie 

um den Grad e^ des gemeinsamen Unterkörpers R{(t) von R{x) und R{s). 

Die Erledigung dieser Fragen beruht auf zweierlei Erwägungen. Zu- 

nächst lässt sich beweisen, dass der gemeinsame Unterkörper R{rj) von 

R(p) und Ris) den Grad - besitzt. In der Tat muss jede Operation 

derjcnigen Untergruppe ^2 von A, zu welcher der Körper R{7j) gehört^ 
sich durch Kombination zweier Operationen erzeugen lassen, von denen 
eine auf die (Irössen in R[p), die andere auf die Grössen in R{b) keinen 
Einfluss iibt. Hieraus erschliesst man, dass A2 sich durch Kombination von 

Al und T'» erzeugen lässt und folglich als Untergruppe von A den Index — ^ 

besitzen muss. Diesen Umstand können wir benutzen, um das Produkt ee, 
zu ermitteln. 

Als Unterkörper von R{p) gehört 22 (ly) zu der durch die Substitution 
0^1 * /ö/^) erzeugt^n Gruppe. Nun wissen wir aus § 3, dass eine Operation 
T^ Tj'\ welche ja s durch s^'* ersetzt, p^ in PgiK-tx ubcrfiihrt. In Bezug auf 
die Grössen des Körpers R{rf) ist also die Operation nur dann mit [px^-p^») 
äquivalent, wenn / durch e^ teilbar ist. Dann soU aber c, ebenfalls Teiler 
von fx sein, und wir haben, um öj zu bestimmen, nur darauf Riicksicht 

zu nehmen, dass die Operationen (/>i : pgt^ und (e : e^*') dieselbe Umordnung 
unter den Grössen des Körpers -B(iy) bewirken, und dass es fiir <? < e, kein 

Paar in solcher Weise äquivalenter Operationen {p\'-Pg5) und [e:e^) giebt.* 

§ 5. Itfitionale Tranisfovmation der Wurzeln. 

Wir können die K^ und k^ als ganze Funktionen der jedesmal zu- 
gehörigen Grösse p annehmen ; nach bekannten Methoden känn man ja die 
Nenner rational machen. Etwaige Faktoren, welche zur p^^ Potenz in den 
k^ auftreten, lassen sich aus dem Wurzelzeichen entfemen und den Funk- 
tionen K^^ zufiigen. AUerdings erreicht man hiermit nicht immer eine ein- 

* Vergl. Kkoneckek, Berl. Ber. (1856), p. 214. 
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zige bestimmte Normalform fiir die Funktionen l\y wie Verhältnisse l>ei 
Zahlkörpern lehren, welche ausser Hauptidealen noch Nebenideale besitzen. 

7) • I 

Da die Grössen p eine Gleichung von Grade befriedigen, so känn 

man die Funktionen K„ und h\ als höchstens vom Grade i betrachten. 



'* c. 



Die ^2 Funktionen K^^ enthalten also als Koefficienten der Pot^nzen der 
bezugliehen Grössen p insgesammt p — i rationale Parameter. 

Unterwirft man nun die Wurzeln x einer rationalen Transformation 

(17) y = Oo + a,x+ ... + aj,_,x^-\ 

80 ersieht man ohne Schwierigkeit, dass die y sich in eben derselben Ge- 
stalt (16) wie die x ausdriicken lassen, doch so, dass bei ungeändert ge- 
bliebenen h\ die li]^ in andere Funktionen iibergefiihrt werden. Da die 
Transformation (17) p rationale Parameter enthält, so känn man dem Aus- 
druck, in welehen (16) iibergeht, p Bedingungen auferlegen, z. B.: 

(18) ^ = o ; 7i'o = I ; f^\ = ^^'2 = . . . = /i,2-i ^ ^ ' 

In der Tat hat man, um diese Bedingungen zu erfiillen, nur ein System 
von p linearen Gleichungen fiir a^, a^ , . . . , a^^^ aufzulösen, und die Deter- 
minante dieses Systems darf nicht verschwinden, weil dann eine Wurzel x 
einer Relation von niedrigerem als dem p^^ Grade geniigen sollte. Da 
also die metacyhlischen Körper von Primzahlgrad nur von der Ärt abhängen, 
wie das conjuyierte System von Funktionell k^ gewäJdt wird, welche ihrerseits 
zu cyklischen Körpern niedrigeren Grades gehören, so haben wir hier ein ge- 
eignetes Mittel, um alle metacyklischefi Zahlkörper von Primzahlgrad aufzustellen 
und zu klassifizieren, sowie die Kompositionseigenschaften zweier Körper zu 
studieren, welche in Bezug auf einen gemeinsamen Unterkörper rc/a^/t;- Abel 'sch 
sind. Bei Benutzung dieses Ausgangspunktes wird man ohne Zweifel die 
schönen Kesultate verallgemeinern können, welche zuerst von Kroneckkr 
und dann von den Herren Weber und Hilbert iiber die AsEL^schen Zahl- 
körper gegeben worden sind. 
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DEUX THÉORÉMES D'ABEL SUR LA CONVERGENCE DES SERIES 



PAR 

M. HADAMARD 

k PARIS. 



On sait comment Abel a fait entrer Tétude de la convergence des 
series dans une voie nouvelle en montrant^ Timpossibilité d'obtenir, par 
une rögle unique, une condition nécessaire et suffisante de convergence. 

Le resultat qu'il a établi peut s'énoncer ainsi: 

I. Etant donnée la serie 

(i) Wo + Wi + ... + w^ + ... 

å termes positifs et divergentee, on peut toujours trouver une suite de 
nombres positifs 

l"^/ Co j Cl ) • • • j C» ) ... 

tendant vers zéro, par lesquels on peut multiplier respectivement les termes 
de cette serie, sans que la nouvelle serie ainsi obtenue 

(i') foWo + fl«^l + . . . + Sn^^n + . . . 

soit convergente. 

Inversement, d'ailleurs, 

II. Etant donnée une serie convergente a termes positifs, on peut 
toujours trouver une suite de nombres positifs indéfiniment croissants par 
lesquels on peut multiplier respectivement les termes de cette serie sans la 
rendre divergente. 



* Note sur le mémoire n" 4 du second tonie du journal de M. CreUe, ayant pour 

iUre *Remarques sur les series infinies et leur convergence^. — Oeuvres, tome I, pp. 
Ill — 113 de la preuiiere edition. 

Äeta mathematka. 27. Imprimé le 7 janvier 190B. 23 
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Et ces deux propositions admettent a leur tour la réciproque commune 
III. A toute suite 

de norabrcs positifs qui croissent indéfiniment, on peut faire correspondre une 
suite de norabrcs positifs «/o , w, , . . . , w« , . . . , tels que la serie ?^o + w^ + • • • 
+ w„ + ... soit eonvergente et la serie Co^^o + ^i^i + • • • + ^nK + • • • 
d ivergente. 

Il est d ailleui-s elair que ceci resterait vrai lors méme qu'une partie 
seulement de c iniit en croissant indéfiniment, les autres restant finis. 

Je me suis oceupé prceédemment ^ de généraliser ces resultats a Taide 
de ceux qu'a obtenus nu Uois-Heymoxd; et Ton sait que, depuis, M. Borel 
a repris avec succés cet ordre de recherches.^ Je ne sais s'il a été remarqué 
que la question peut recevoir une extension de nature différente. Si, en 
effet, on remarquo que la convergence absolue de la serie 

(i) W0 + W1+ ... + w„ + ... 

entraine celle de la serie (i') lorsque les c sont finis, on voit que la pro- 
position III peut s'énoncer ainsi: 

La condition nécessaire et suffisante que doivent rempUr les nombres 
Co> fl, • • • , c», . . . pour que la convergence absolue de la serie (i) entraUie 
nécessairement celle de la serie (T), est que tous ces nombres f„ soient in- 
férieurs en valeur absolue å une limUe fixe. 

Cette proposition conduit des lors a poser la question suivante: 

Comment doit étre choisie la suite 

pour que toute serie (i) eonvergente (absolument ou non) donne, lorsquon 
multiplie ses ter mes respectivement par Co, Ci , . . . , fn, • . • wwe serie (1') 
également eonvergente? 



* Aeta Mathematica, tome 18; 1894. 

' Indépendamment des resultats que M. Borel avait obtenus dans ses travaux 
précédents, ses récentes Lc(;on8 sur les series a iermes posilifs coutiennent un ensemble 
de vues nouvelles et iniportantcs sur ces questious. 
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Or un aiitro théoreme bien connu (VAbel, le théoreme III de ses 
„ , , 1 , . . m . m{m — i) • , m{rn — iXm — 2) « , 

Becherches sur Ja sene i + - .r H ^^ x^ A ^ — :r + . • . , 

1 1.2 ' 1.2.3 

montre immc'(liatemcnt la eatégorie des suites (2) qiii jouissent de la pro- 

pricté en question comme bien plus étondue qu'on n'aurait pu le supposer 

au premier abord. Il fait voir, en effet, que la convergence est toujours 

conservée si les multiplicateurs (2) sont des noml)res positifs décroissants; 

et la méme transformation qui conduit Abel a ce resultat montre^ que 

cette propriété subsiste des que la serie 

(3) fo + (Ci - Co) + (c. — c,) + . . . + (fnfl — C«) + . . . 

est absolument convergente. 

Au reste, il faut remarquer que ce resultat n'est pas essentiellement 
distinct de celui d^ABEL; car si la serie (3) est absolument convergente, la 
quantitc c„ (supposce reelle) peut se mettre sous la forme 

(4) ?„ = ^ + f;-e;' 

ou Cn d'une part, f^' de Tautre, désignent des nombres positifs décroissants 
pendant que A est une constante. 

Je dis que la coyi(Ution ainsi trouvée comme suffisante est en méme temps 
nécessaire. 

Supposons, en effet, qu'elle ne soit pas remplie et que la serie (3) ne 
soit pas absolument convergente. Nous pouvons, néanmoins, admettre que 
f„ reste fini (sans quoi nous savons que la suite (2) ne posséderait pas la 
propriété qui nous intéresse, méme pour les series ä termes positifs). Alors, 
si nous designens par i, d'une maniére générale, les valeurs de n pour 
lesquelles f„+i — <?„ est positif, et par k celles pour lesquelles cette méme 
quantité est negative, la serie a termes positifs 

Z(ci+i — c,) 

et la serie a termes négatifs 

Z(C;t+i— Ca-) 

* Oeuvres, tome I, page 69 de la premiére edition; page 222 de Tédition Sylow 
et Lie. 

^ Dikichlet-Dedekini), Vorlesungen ii b er Zahlentheorie, 3*' edition, suppl. 
IX, § 143. — Voir Pringsheim, Encyclopädie der Mathem. -Wissenschaften, 
I A3, p. 94. 
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soront divergentes. D'apr&s le théoreme T, nous pourrons, sans les rendre 
convergentes, multiplior les termes de la premiere par des quantités posi- 
tives ti qui tendent vers zéro, et les termes de la seconde par des quantités 
negatives fj. qui tendent également vers zcro. Dans ces conditions, la 
somme 

augmeniera indéfiniment avec w. 

Or par la transformation d'ABKL, cette somme s'écrit 

et Ton peut y faire abstraction du premier terme ainsi que du dernier, 
puisque c» est lini et f„ infiniment petit. Il apparait alors que la suite 
(2) ne répond pas ii la question, puisque la serie 5^(^„_i — t^ est eon- 
vergente et la serie 5^^„(/„_i — 1„) divergente. 

Donc la condition nécessaire et suffisante cherchée est que la serie (3) 
soit ahsolument convergente. 

Eien n'est d'ailleurs changé a cette conclusion si Ton suppose f^ 
imaginaire, soit 

f« = 7« + ^c 

D'une part, en ef fet, la convergence absolue de la serie 5^(cn+i — f«) en- 
traine celle des series S^f^^+i — rj^) , 5^(C+i — O- D'autre part, lorsqu'on 
suppose les u réels, la convergence de la serie 5^c„w„ exige celle des series 
5^7«Wn, 5^Cw«, de sorte que la suite des iy„ et celle des Cn doivent satis- 
faire séparcment ii la condition qui vient d'étre trouvée. 

En demandant que la convergence de la serie (i) entraine celle de la 
serie (T) on peut aussi demander, en outre, que, réciproquement, la con- 
vergence de celle-ci entraine celle de la sdrie (1). Alors, a la condition 
que la serie (3) soit absolument convergente, il faudra évidemment ajouter 
celle que sa somme soit différente de zéro. La double condition ainsi ob- 
tonue est d'ailleurs suffisjinte, car, si lim ^„ #= o , la convergence absolue 
de la serie (3) entraine la convergence absolue de la serie 
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(D'une maniere générale, si la fonction f?(c, 7, C) admet des dérivées finies, 
la convergence absolue des series Z(f»+i — ^n) , Z(^n+i — 7»), Z(Cfi — C) 
entraine, en vertu de la formule des accroissements finis, celle de la serie 

Considcrons, par exemple, la serie qu a formée Abel dans son Mémoire 
sur les fonctions génératrices et leurs déterminanfes^ et qui a été étudiée 
par Hali»hen dans le tome 18 du Bulletin de la Société Mathématique de 
France. ^ 

HAiiPHEN constate (au n° 3 de son Mémoire) que le terme general de 

cette serie est de la forme (-4 H h -»jw», oii A est indépendant de n 

et oii b^ reste fini, les nombres A et B ctant d'ailleurs fonctions de la 

variable x; et il en déduit que la serie 2} w„ est nécessairement con vergente 
si la serie d'ABKL converge pour deux valeurs de x qui donnent au rapport 

- des valeurs différentes. 

A 

Nous voyons qu'une telle restriction est inutile. La serie 

étant absolument convergente, la convergence de la serie donnée ne pourra 
avoir lieu pour aucune valeur de x n'annulant pas A (c'est ä dire, ici, 

pour aucune valeur de x différente de zéro), si la serie 2} u„ n'est pas con- 
vergente. Comme la particularité ^ = o qui se présente pour x = o est 
due ä ce que tous les termes de la serie d'ABEL (a Texception du premier) 
contiennent x en facteur, si nous supprimons ce facteur, nous voyons que 
la serie converge alors pour toutes les valeurs données a x ou ne converge 
pour aucune. 

Nous sommes d^ailleurs a méme d'indiquer tous les cas ou la serie 
de polynömes 



00 



^^nPni^) 



n-l 



(dans laquelle les P„ sont des polynömes déterminés et les a„ des con- 
stantes arbitraires) possede cette propricté de la serie d^ABEL: je veux dire 

* Oeuvres, tome II, p. 82 de la i® edition; p. 73 de la 2®. 
' p. 67 et sniv. ; 1882. 
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oii, pour toiit clioix des a„, il v a néeessairenient, soit convergence pour 
toiite valcur de x^ soit divergence pour toute valeur de x, Cest ce qui 
aiira lieii lorsquc la serie dont le terme general est 

sera absoliiment convergente, quels que soient x et x\ Il est évidemment 
nécessaire, pour eela, que P„(.r) puisse se mettre sous la forme 

fl 

it=l 

les fin ctant des eonstantes quelconques et 

Pi[oo) + p.(x) + ... +/>«(^) + ... 

une serie de polynomes absolument convergente dans tout le plan et dont la 
somme ne s^annuUe jamais. Cette condition est, d'ailleurs, suffisante. Car, 
d^aprés une remarque faite plus haut, la convergence absolue des series 
2}[P„^i(a;) — P^{x)], ^[P^j^^(x') — Pn{^')] (l^s sonimes de ces series étant 
différentes de zéro) entraine la convergence absolue de la serie (4). 

Quoiqu'il soit, eomme on le voit, bien aisc d'obtenir la forme gcncrale 
des polynomes P„, ceux-ci présenteraient peut-étre quelques propriétés in- 

teressantes: le fait que ^ a une limite semble, par exemple, montrer 

que leurs zéros vont, en general, en augmentant tous indéfiniment, ainsi 
qu^il arrive pour la serie d^ÅBEL. 

On peut remarquer que, si les quantités reelles c« tendent vers une 
limite c, on peut toujours les ranger dans un ordre tel que la serie 5^(c„4.i — O 
soit absolument convergente. Cela est evident si les f^ t<^ndent vers c par 
valeurs toutes inférieures ou toutes supérieures; dans le cas contraire, il 
suffira (c étant supposé egal a zéro pour simplifier le langage) de ranger 
par ordre de grandeur décroissante les termes positifs, par ordre de grandeur 
croissante les termes négatifs et de ne passer de Tun des groupes a Tautre 
qu'a des intervalles assez éloignés pour que la serie formée par les termes 
de passage soit absolument convergente. 

n en est tout autrement dans le domaine complexe. Soient, par 
exemple, E^ ^ E^ y . . . , Ej, , , , . les termes (constamment déeroissants) d'une 
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serie divergcntc a termcs positifs. Décrivons, cVun méme point comme 
centre, des corcles 6\ , Co , . . . , 6^, , . . . de rayons respectif s iJi , JE, , . . . , iJ^, , . . . , 
et, dans le cercle C^,, inscrivous un polygone régulier d*un nombre de cotés 
assez grand pour qiie ehaque cote soit inférieur a la plus petite des différenees 
J5^ .1' — Ej, , Fj, — Ej,^i . Alors, si nous désignons par Co , ?i , • . • , f .v , • • • 
les sonimets de ces différents polygones, rangés dans un ordre quelconque, 
toute ligne brisée assujettie a la condition de passer par tous ces points 
devra avoir une longueur supérieure a la soinine des périmetres des polygones, 
laquelle eroit indefiniment. 

Par contre, il peut se faire que, pour n*importe quel ordre assignd 
aux c, la sdrie (3) soit absolument eonvergente. Cest ce qui aura lieu 
évidemment si la serie 2} (c — ^„) converge absolument, et dans ce cas seulement. 
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QUELQUES PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES INTÉGRALES 

ELLIPTIQUES ET LEURS APPLICATIONS A LA THÉORIE 

DES FONCTIONS ENTIÉRES TRANSCENDANTES 

PAR 

CARL STÖRMER 

k CHRI8TIANIA. 

Dans plusieurs recherches des mathématiques mödernes concernant la 
théorie des fonctions, la théorie des équations différentielles, méme la 
géométrie et la méeanique on est souvent arrété par des difficultés con- 
sidérables provenant de questions dune nature purement arithmétique qui 
paraissent au premier abord tout-«-fait étrans^éres au sujet. 

Il est aisé d'en donner des exemples. Le plus celebre est ce probléme 
géométrique de la quadrature du cercle dont la solution définitive fut 
donnée en 1882 par la demonstration de la transcendance du nombre ;r, 
question dune nature exclusivement arithmétique. 

Pour en rappeler d'autres, citons le probléme de la réduction des 
intégrales abéliennes, probléme abordé par Ahel^ et traité depuis par 
plusieurs des mathématiciens les plus celebres, et dont Timportance est 
bien mise en évidence p. ex. dans les recherches mödernes sur les équations 
différentielles. Ainsi on y revient^ quand on cherche la condition pour 
que rintégrale d'une équation différentielle algébrique du premier ordre 



* Journal de Crelle, T. L, 1826. 

' Voir Painlevé: Cours professé a Stockholm, p. 1 38 — 14 1. 

Acta matliematiea. 27. Imprimft lo Hl tWcembro 1902, 24 
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ou la variable x ne figure pas explicitement, soit une fonction de rr a un 
nombre fini, non donné de dcterminations. D apres M. Painlevé\ ce 
probléme est bien loin détre résolu; on est arrété iei par des obstacles 
insuiTnontables, dus a des questions d'une nature arithmétique et c^est 
seuleraent dans les cas tres partieuliers traités par Tciiébycheff * et Zolo- 
TAREFF^, qu'on a réussi a en triompher. 

De méme la qucstion de décider si une équation différentielle admet 
des Solutions périodiques, question qui se pose p. ex. dans les recherches 
de la méeanique céleste (Problemes des trois corps etc.) revient å des con- 
sidérations analogues. Pour voir comment s'introduisent ici des recherches 
arithmétiques il suffit de renvoyer au mémoire de M. Ivar Bendixson: 
Sur les éqiiations différentielles ä Solutions périodigues^, 

On doit å M. Borel plusieurs exemples qui mettent en évidence le 
role que peuvent jouer les constantes d\ine nature arithmétique particuliére. 
Ainsi, réquation aux dérivées partielles 

d*u ,d^ti ^, 
dx* dy* ' -^ 

ou f{x , y) est une certaine fonction analytique de x et de y et ou a est 
un nombre transcendant convenablement choisi, peut avoir cette propriété 
remarquable, qu'olle n'admct qu'une seule solution périodique u et cette 
solution est une fonction non analytique^ de x et de y. 

La théorie de la convergence des series, p. ex. la théorie du déve- 
loppement des fonctions méromorphes en serie de fonctions rationnelles, 
donne naissance ä des considérations analogues^. 

En tout cas, létude des nombres incommensurables surtout au point 
de vue de leur transcendance forme une des branches les plus diflficiles mais 



* Voir 1. c. p. II et 141. 

' Journal de Liouville 1884. 

' Bulletin des Sciences mathématiques 1879, p. 475 — 47^* 

* Öfversigt af Kongl. VetenskapsAkad. Förhandlingar 1896. Stockholm. 
^ Voir diverses notes de M. Borel dans les Comptes Betfdus 1895 et 1899, 0* 

au8si E. PiCAKi): Sur le déieloppement depnis un sivde de quelques théoiies fondnmentales 
dans Vanalyse wathématupte Paris igoo, p. 22. 

^ Voir Hadamard: L'infe)'médiaire des mathtmaänens 19OO, p. 32, et Borel: 
Contrihution a Vctude des fonriions méromorphes, Ann a les de TEcole Normale 19OI, 
p. 234 etc. 
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aussi des plus attrayantes de rarithmétique möderne. Dans ce qui suit 
nous allons donner nne petite contribution ä cette théorie en développant 
quelques propriétés arithmétiques des fonctions et des intégrales elliptiques. 

I. Limite supérieure de Texpression |^„| dans la théorie de la fonction 
eliiptique p{u) de Weierstrass. 

Considérons la fonction p[u) =^y de Weierstrass j définie par Téquation 
différentielle 



C) m- 



4y^—ff2y—ffz 



avec la condition initiale y = co pour u = o. 

Comme on le sait, la formule de multiplication de Targument donne, 
pour n entier, p{nu) comme fonction rationnelle aux coefficients commen- 
surables de p{u) ^ g^ et g^. En effet, on a^ 

(2) j,(n,,)_^(«)=._^-V./-zI 

oii les expressions <p sont définies par les relations récurrentes 



'«" ~ p 



^"[^« + »^l..l— ^,--2^n + l] 



j ointes aux relations initdales 

^1=1,^» = —P' 

fpi = 3P* — 6«/5p' — 3ffzP — ffi" 

^t = —p'[2p'—i og',p* — I og^p' — 1 o^J«p* — 2g^gtp — g\ — 2g'*\ 

oii nous avons mis pour abréger: 

% 

On voit par ces formules que -" et ^2«+i sont des polynomes ä 
coefficients entier s de /> , ^i et g^ . 



* Voir p. ex. Halpuen: Traité des fonctions ellipHques I, chapitre IV. 
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Supposons que ^ , g^ et g^ aient des valeurs finies données et cherchons 
une limite ^'ptrteure pour le module |^^| de ^„. 
Appelons r„ le plus grand des nombres 

et soit d'abord p' différent de zéro. Alors les formules (3) donnent immé- 
diatement 



2 

I i^^n I < r^X . ^i+2 < ^^« + 1 



|i^2n-i|<2rl+i <Ari 



»1+2 



ou X est une constant^ indépendante de n. On en tire que r"2„+i < ^rj+j , 
d*ou en remplayant n par w + i et en prenant les logarithmes népériens 

(4) log r,«+3 < log / + 4 log r,+3 . 

Dans le cas ou p'= o, tous les (p^^ seront nuls et Tinégalité |^2»+i|< 2ri+2 
conduit au méme resultat. 
Cela pose, soit 

m étant entier positif. L mégalité (4) donne suceessivement 

log 75^+3 < log A + 4 log r2«-,+, 
log 72^-1+3 < log A + 4 log r2.-t+8 



log r^ < log A + 4 log 74 . 



En multipliant ces inégalités respectivement par i , 4 , 4^, . . . , 4*" ^ et en 
ajoutant on obtient 

log r,.+, < ?— — log A + 4*" log r, < A-. 2»»', 
K étant indépendant de ». 
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Mais 
et 

ce qui denne Imégalité cherchée 

(5) I ^^ I < ^n < ^"^ 

a étant une constante qui ne dépend que des valeurs données ä p , ^^ et ^, 
et non de w. 

2. Limites supérieures et inférieures de |jp(nii)|, quand g^ y ff^ et p{u) sont 
de8 nombres algébriques dennes. 

Supposons que g^ ^ g^ et p{u) soient des nombres algébriques donnés, 
racines d*équations algébriques a coefficients entiers. Comme on le sait\ 
il est toujours possible d'assigner un nombre algébrique auxiliaire T "tel que 
9^ ) 9i ®* P['^) soient des fonctions rationnelles a coefficients entiers de V. 
Comme d'ailleurs tout nombre algébrique devient un nombre entier algé- 
brique en le multipliant par un nombre entier convenable^, on voit facile- 
ment qu*on peut supposer: 

^i = T = L W + M,p + M,p'+ . . . + M,_,p^-') 



(6) 



M 



9z = Jf W + M[p + jtfi^» + , . . + Jtf;_,^'-^) 



^{u) = ^{N, + N,p +N,p' + ...+ N,.^p^-') 



o\\ les Mq , M^ . . , Nr_i sont des nombres entiers ou nuls, ou 31 est un 
nombre entier positif et oti p est un nombre entier algébrique racine d*une 
équation irréductible h coefficients entiers 



(7) x"^ + a^x"^ ^ + a^x*^ -+... + a^^iX + a^ = o. 



* Voir p. ex.: Picard: Traité iVAnalyse III, p. 436. 

' Voir p. ex.: Lejeune-Dirichlet: Zahlentheorie (1894), p. 525. 
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Reprenons la formule {2j: 

D apres les propriétés connues des ^., les fonetions pipl — f''«+i^«_i 
et i[)\ sont des polynömes a coefficients entiers de p,ffi et .9,, homogenes 

et de degré n^ et n^ — i respectivement en p , ^i' et ^,' . Par conséquent, 
si Ton introduit pour g^yff^ et p les expressions (6), les nombres 

et 

JP' . f^ = F. 

serent des ^nombres entiers algéhriques appartenant au corps algébrique 
construit sur la racine p de Téquation (7). 

Cherchons des limites supérieures de \U^\ et \V^\. En appliquant 
Imégalité (5) on voit tout de suite qu'on peut assigner un nombre positif A 
indépendant de n et tel que 

(8) I 

et cela quelqu'une des 7' racines p qu'on choisisse dans les expressions (6). 
Il est facile d'en tirer des limites inférieures de \U^\ et de | F, | dans 
les cas oti ils ne sont pas nuls. En effet, supposons que U^ ne soit pas 
nul et désignons par U^^^ , U^^^ , . . . V^n~^^ ses r expressions conjuguées 
obtenues en substituant dans les expressions (6) pour p les r — i autres 
racines de Téquation (7). On aura 

Un u, :&:\..v'-r''' 

Mais le dénominateur est la norme de U^ et comme V^ est un nombre 
entier algébrique différent de zéro, le module de ce norme sera > i \ 
En appliquant les inégalités (8) on aura donc 



v. 



< e^^-"^"' 



' Voir p. ex. Dirichlet, Zahlentkeorie (1894), p. 535- 
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c^est å (lire 

\U,\> e-'" 

(9) \ et de méme, si V^ uest pas nul 

■ 

A' étant un nombre positif indépendant de n. 
Comme 

(10) p{nu) = ^ 
on en tire immédiatement le resultat suivant: 

Supposons que ^}{u} , g^ et g^ son t des nombres algébriques donnés, 
AlorSy si p{nu) nest pas infini on aura 

et si p(nu) nest pas nul, on aura 

\p(mi)\>e''*' 

ofi X et )! sant des consiantes positives indépendantes de n. 

3. Limites supérieures et inférieures du module d'un6 fonction algébrique de 

p{n^U^ + n^u^ + . . . + n,u,). 

Le resultat trouvé dans la section précédente est susceptible d'une 
généralisation tres étendue, que nous allons développer rapidement. 

Soit Ä(u) une fonction algébrique de p{u), définie par une relation 
algébrique 

fl I) F^{A{ti), i^}(u)) = o 

oh F^ est un polynome de A(u) et de p{u)j dont les coeffieients sont 
des nombres algébriques données. En éliminant ces coeffieients entré 
Téquation (11) et les équations qui les détinissent comme des nombres, 
algébriques on en déduit une relation algébrique 

(12) F^iA(u) , S'}{u))=--o 
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ou F, est un polynome de Aiu) et de y^(w), dont les eoefficients sont 
des nomhres entiers, 
Posons 

ou w, , j/j ) • • ) ^w sont des variables indépendantes, et ou n^ , /i, , . . . , Wy sont 
entiers ou nuls (non nuls tous ii la fois). 

D^aprés le théorérae daddition de ^>(w), il existe une relation algé- 
brique a eoefficients entiers entré p{u) ^ (p(n^u^) ^ , , . ^ p{nyU^) , g^ et n^. 
Supposons (^ue g^ et g^ soient des nombres algébriques donnés. En eli- 
minant g^ et g^ entré la relation ei-dessus et les équations qui les définissent 
comme nombres aljo^briques on obtient une relation algébrique 

(13) F^i^W > V^KWj) , . . . , j^KmJ) = o 

oti 2*3 est un polynome a coeffieienis entiers de j.>(w) , ^(WjiiJ , . . . , J«?('W^wJ. 
Enfin, rélimination de v^(w) entré les équations (12) et (13) donne 

(14) F{A[u) , if)(n^u^) , . . . , {f7(n,u,)) = o 

oii F est un polynome ä eoefficients entiers de A{u) , if?{n^u^) , , . . , p{n^uj)y 
et ou 

Les eoefficients de F et son degré en chacune des variables -4(/f), 
F(**i^i) > • • • ) Pi^y^Q sont naturellement indépendants de n, , n, , . . . w^. 
Cela pose, appliquons la formule de multiplication (2) et posons: 

ou 

[ pour u = Ui , 

En substituant ces valeurs et en chassant les dénominateurs Qn^iUt) 
Téquation (14) peut sécrire: 

(15) HoAuY + R.Äiuy' + . . . + js^ = o 

ou les R sont des polynomes ä coeft'icients entiers des quantités 
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Supposons maintenant qu'oii donne aux variables Wj , w, , . . . , w,, de 
telles valeurs que p{u^) , . . . ^ p{u^) soient égaux å des nombres algébriques 
donnés. Comme il en est de méme de g^ et g^ d'aprés Thypothése faite 
plus haut, on comprend qu'on peut supposer cömme auparavant: 



(16) 



ffs=^ (Mo + M[p +... + Ml_,p^'') 



et 



(/ = I , 2 , 3 , . . . , t;) 

oix les Mq , ilf j , . . . , N^r-\ sont des nombres entiers ou nuls, ou M est 
entier positif et ou p est un nombre entier algébrique racine d'une 
équation irréductible ä coefficients entiers 



Considérons une des branches de la fonction algébrique A{u) et 
supposons qu^elle prend une valeur finie A , pour les valeurs de g^ , .9, , 
Pi^i) } " ' i Pi^v) données plus haut. Gette valeur A sera racine de Téquation 
(15), quand on substitue pour g^^g^y p{'^i) etc. les valeurs en question. 
Cherchons d'abord des limites supérieures et inférieures du module d'un 
coefficient quelconque jB, de cette équation. 

En se rappelant la definition des B, et en appliquant les resultats 
de la section précédente, on voit que 

sera un nombre entier algébrique appartenant au corps algébrique construit 
sur la racine p, pourvu qu*on choisisse les nombres entiers A, qui sont 
indépendants de Wj , . . . , n., , assez grands. En désignant par w' le plus 
grand des nombres ^i , wj , . . . , wj on voit que 

R', = M^^^.R, ('=0,1, v...?) 

sera entier algébrique, }! étant un nombre entier indépendant de w et de 5. 

ÄMa mtUimnatica. 27. Imprimé le Bl cléct-mbre 1902. 25 



194 Carl Stönner. 

Cela pose, en appliquant les inéo^alités (8), on aura d'abord 

in) \R.\<e"\ 

A étant indépendant de n et de 5, et si i?, n^est pas nul, on trouve comnie 
auparavant pour le nombre entier algébrique R'^ qae 

\r:\> e '^ "' 

c 'est h dire 

1 1 8) \IiA>e—\ 



fl étant indépendant de n et de s, 

Cela fait, il est facile de trouver iine limite supérieure de \A\. En 
effet, comme A, qui est supposé fini, est racine de Téquation (15), il faut 
que Tun des coefificients R^ , iJ, , . . . , ii^_i soit différent de zero; soit 7?„ 
le premier de ces coefificients qui n^est pas nul. 

Alors une formule connue ^ donne 

ou R est le plus grand des nombres j J?^ j , . . . , | iJ^ j . En appliquant les 
inégalités (17) et (18) on en déduit 

\Ä\<e^'^\ 
K étant indépendant de n. 

Dans le cas oh A n'est pas nul, on trouve de la méme manicre pour 

\A\ une limite inférieure de la forme C^"', K' étant indépendant de n. 

Nous avons ainsi le théoréme: 

Théoréme 1. 

Soit ^f(u) la fonction élUptique de Weierstrass construife avec des in- 
variants g^ et g^ qui sont des nofnbres älgébriques donnés, et soit A(u) une 
fonction algébrique de v^(tt), liée a celle-lä par une éqtiation algébrique 

F{A{u),<,?(u)) = o, 

dont les coefficients sont des nombres älgébriques. 



* Voir p. ex. Sekret: Cours d^Algébre supérieure I, chapitre III. 
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Enfin soient Wj , w^ , . . . , w^ des valeurs de u telles que p{u^) , p{i^^) , . . . , 
p{u^) ont des valeurs algébriques (finies) données, et soient n, , w^ , . . . , n^ 
des nombres entiers, qui ne sant pas tous nuls; désignons enfin par n* le 
plus grand des nombres nj , n, , . . . , «J . 

Cela pose, si -4(n,ttj + • • • + ^w^v) ^'^^^ P^^ infini an aura 



(19) MK^i + w,Wj + . . . + n,u,)\<e 



et si cette quantité n'est pas nulle^ on aura 



Xn^ 



-An» 



(20) M(WiWj + n,M, + . . . + n,w,) I > e 
ou X et Å! sont des constantes positives tndépendantes de n\ 

Comme on le sait, toute fonction anaiytique qui posséde un théoréme 
d' addition algébrique, est une fonction algébrique de la fonction p{u)^ corres- 
pondant å des invariants g^ , g^ convenablement choisis. On con^oit alors 
comment le théoréme I pent étre appliqué ä de telles fonctions. 

Dans le cas beaucoup plus simple oh Ä{u) est nne fonction algé- 
brique de sin u, oas qui peut étre regardé comme cas particulier du cas 
general, la méme méthode donne aisément le resultat plus simple: 

Soit Ä{u) une fonction algébrique de sin u, liée å cette fonction par une 
équation algébrique dant les coefficients sont des nombres algébriques donnés. 
Soient de plus w^ , . . . , m^ des valeurs de u, telles que sin w, , sin w, , . . . , sin u^ 
sont égaux ä des nombres algébriques donnés. Enfin, soient n^ , . . . , n^ des 
nombres entiers non tous nuls et désignons par n le plus grand des nombres 
|wj,|nj, ...,|n,|. 

Alors, si -4(njWj + n^u^ + . . . + n^uj) n'est pas infini, on aura 

(21) I ^(w,w, + w,w, + . . . n^u,) I < 6^" 



^ On ponrrait sans doute appliqner ce théoréme aux recherches arithmétiques des 
courbes algébriques, commencées par M. Poincaké. (Journal des Mathématiques 
pures et appliquées, 1901). 



—An 
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et si cette quantUé nest pas nulle, on aura 

(22) MK^i + n^u^ + . . . + w,«0 1 > «"* 

ou X et ^* sont des constantes indépendantes de n. 

4. Application aux intégraJes elliptiques et abéliennes. 

Considérons rintégrale elliptique correspondänt ä z = p{u) 



dy 
u 



=/ 



\/4y' — ^.y — 5^3' 

rintégrale étant prise le long d un chemin d'intégration allant du point z a 
rinfini et évitant les points critiques, racines de Téquation 4y' — ff^y — ff^ = o. 
Supposons de plus que le chemin dlntégration n^entoure ces points critiques 
qu'un nombre fini de fois. 

Alors, comme on le sait, Tintégrale sera finie pour toutes les valeurs de z. 

D'un autre c6té, u = o est un p61e de second ordre pour la fonction 
p{u)^ et dans le voisinage de t* = o, on aura 

z = -, + E,, 
E„ tendant vers zéro avec u. On en tire 

(23) u = -^^{i+e:)= /mi+e:) 

od E!^ tend vers zéro avec w, et oii la racine carrée est choisie avec une 
détermination convenable. 

Cela pose, supposons que g^ et g^ soient des nombres algébriques 
donnés ainsi que Zi, z[y Z2, z'^, . . . ^ z^, z^, et considérons la somme 



f f ' 






''=^*'-/v^ + \f^ + •••+"'/ 



Zi £2 Z^ 



oti B=/[z'' — g.z — g.. 



1" ^3 
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£n posant 

oe oe 

y/R 



"' " f^A ' "'• = /, 



'* 



on aura 

Supposons que Wi , w^ , ... , n^ soient des nombres entiers, non tous nuls, et 
soit n' la plus grande des quantités n^ , w^ , . . . , n^ . Cherchons une limite 
inférieure de j U\ dans le cas oil U ii'est pas nul. Alors pour U assez 
petit, on aura d^aprés Téquation (23): 

f/|>-- 



K étant une constante finie > o . 

Mals en choisissant dans le théoréme i ^ A{u) =^ p{u) on a 



Wi^x^h — niu[ + . . . + n,u, — nX) I < e 



Xh^ 



ce qui donne 

\U\>Ke 

et nous avons ainsi démontré le théoréme: 



ii< 



Théoréme 2. 

Soient 5^3 , 5^8 , ^1 » ^1 » ^2 1 ^2 , • • • , ^y , ^y ötes nombres algébriques donnéSj 
parmi lesquéls un ou plusieurs des nombres z[, ^29 -- - ^ K peuvent étre infiniSy 
et soit 

Considérons la somme 



/ ' dz r dz C d^ 



-fl 
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ou n, , n^ , . . . , n^ sont des nomhres entiers. Si cette somme nest pas nullcj 
on aura 



(24) 






'i 



"•IfR + "'/å +•••+"•/ 



djs 



>e 



-A«« 



aii n' désigne le plus grand des nombres nj , nj , . . . , wj et ou Å est indé- 
pendant de n. 

En appliquant le théoréme correspondant sur la fonction sin w, on 
obtient de méme le 



Théoréme 3. 

Soient Z\ , z[ , Zq ^ z'^ ^ . , . , z^ , z[ des nomhres algéhriques, et soient 
Wj , W2 , . . . , w^ des nombres entiers. Älors 



(25) 






*y 



"•/7rS+"'/7, 



dz 

- --- + 



+ 



C dz 

v v. -= 



>e 



Xn 



sil n'est pas nul; n désigne le plus grand des nombres |^i|, l^^^j, . . . , |^v| 
et Å est indépendant de w. 

En appliquant le théoréme general I on pourrait ét^ndre ces théorcmes 
anx intégrales abéliennes dont la fonction inverse admet un tliéoréme d^addi- 
tion algébriqiie. Comme une fonction analytique admettant un théoréme 
d*addition algébrique n'aura qu'un nombre fini de déterminations dans tout 
le plan et comme elle est liée avec sa dérivée par ime équation algébrique 
ä coefficients constants, on voit quelle liaison intéressante il y a entré ces 
questions et le probléme sur Téquation différentielle algébrique 

dont nous avons parlé dans Tintroduction. 

Cependant, nous omettons ici ces recherches, qui nous entraineraient 
trop loin. 
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Des théorémes 2 et 3 on peut tirer des conséquences intéressantes 
pour de grandes classes de nombres incommensurables» 
On en tire en effet: 

CoroIIaire 1: 

Soit a un nombre réel et incommensurable défini comtne rapport de 
deux intégrales elliptiques: 



r dz 



a = 



*5 



dz 



V'4^' — 9^^ — 9^ 



^Ä 5^2 ) 5^8 ) ^1 ) -^1 ) ^2^2 ) 4 ^^^i ^^^^ >ionihres algébriques donnés, z[ = co et ^i = co 
y compris, Soient de plus w, et Wj deux nombres entiers qui ne sont pas nids 
tous les deux et designens par n' le plus grand de leurs carrés n] et n], 
Älors on aura 

(26) |«^a — wj>c-'"' 

A étant une constante indépetidanfe de n. 

La méme inégalité subsiste si 



•1 

J V(i 



de 



— 4r'Xl— AV) 



'st 

^\ j ^1 ) -sf, , -2?i et k étant des nombres algébriques. 
Du théoréme 3 on tire de la méme maniére: 

CoroIIaire 2: 

Si a est un nombre réel et incommensurable défini comme le rapport 
entré deux arcs dont les sinus sont des nombres algébriques donnés, on a^ 
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w, et ff2 étant des nomhres entiers non nuls tmis les deux et n désignant le 
plus grand des modules |n, | et jn^l, gue 

(27) \n^a — n,\>e-'\ 
X étant iine constanfe indépendante de n. 

On en tire aisément que la méme inégalité subsiste quand a est le 
rapport entré deux logarithmes de nombres algébriques, en particulier si a 
est le logarithme vulgaire d'un nombre algébrique\ 

En general, on pourrait étendre les resultats des deux coroUaires ä 
toutes les intégrales abéliennes définies plus haut. 

Dans cet ordre d'idées, rappelons le resultat dft ä Liou ville', que 
si a est un nombre rcel racine d'une équation irréductible de degré r 
{r> i) ä coefificients entiers, on a rinégalité 

(28) hl» — ^l>^.-i' 

w ( > o) désignant le plus grand des modules des nombres entiers n^ et n, 
et A étant indépendant de n. 

D^aprés les indieations de M. Borel'*, il sera possible d'établir des 
inégalités analogues quand a est racine d'une équation algébrique dont les 
coefficients sont des polynomes ä coefificients entiers en e ou bien en ef* , p 
étant algébrique. De méme, si a est le logarithme népérien dun nombre 
algébrique p. ex. si a = ;r etc.* 

Les inégalités (26) et (27) donnent tout de suite des théorémes analogues 
sur le développement de a en fraction continue 

■ + 
^ «„ + . 



* Voir mon mémoire: Sur.une pi'opii,étc antlimétique des hgaHthmes des nombres 
algéhriqnes. Bulletin de la Société Mathématique de France 1900. 

* Voir p. ex. Borel: Lejons sur la Théorie d^s Fonctiotis, p. 27. 

^ Voir les Comptes Kendus, 6 mars 1 899 et le mémoire précédemment cité, 
dans les Aiinales de TÉcole Normale 1901, p. 236. 

*. Voir aussi diverses notes de M. E. Maillet dans les Comptes Rendns, 
1900 — 1901. 
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En effet, en posant 

, I 
«« = »• + 



et 

P^=%, P, = a^a^ + 1 , . . . , P. = a,_iP,_i + P._,, . . . 

on a conime on le sait: 



On en déduit que si le nombre incommensurable a est i° racine ctutie 
égnatum irrvductihle de degré r ä coefficients efitierSy ou 2° défini par le 
corollaire 2 ou bien 3° défini par le coroUaire i , on a respectivement les 
inégalités suivantes, dont la premiére est due å Liouville^: 

an<XQr-\ a,<c^*- et a.<c^"<« 

A, A' et A" étant des consbintes indépendantes de n. On en tire pour 
les nombres transcendants des conséquences analogues ä celles dans mon 
mémoire précédemment cité'. 

5. Application å la théorie des fonctions entiéres transcendantes å distri- 
bution ordinaire des zéros. 

Dans un mémoire récent', M. Borel a introduit pour les fonctions 
entiéres transcendantes une notation importante. Soit F{z) une telle fonc- 
tion, de genre fini, et soient «i , Ö2 , . . . , a^ , . . . ses zéros, pour plus de 
simplicité supposés simples et rankes dans Tord re des modules croissants. 

Soit p Vordre réel de la fonction P(^), c'est å dire un nombre 
positif tel que la serie 



* Journal de Liouville t. XVI. 
' Voir 1. c. p. 156. 

* Contribution ä Vétude des fonctions méromorphes. Annales de TÉcole Nor- 
male 1901, p. 221 etc. 

Aeta muUhémaitea. 27. Iinpiimé le 2 Janvier 1903. ^(J 
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est convergente, tandis que la serie 



^ I a« V-' 



|a„| 

est (livergente quelque petit que soit £. 

Posons pour abréger |a„| = r„. Alors M. Borel dit, par definition, 
que la distribution des zéros est ordinaire, si Ton a 



(29) I F'(a.) !>€-'• 



/> + £ 

II 



quelque petit que soit le nombre positif £, ä partir du moins d'une cer- 
taine valeur de n\ Dans le cas oix une telle inégalité n'aura pas lieu, 
la distribution est dite extraoidinaire. '" .......... ....... 

D'aprös M. Borel la distribution des zéros est ordinaire pour toutes les 
fonctions entiéres usuelles. Cependant la fonction tres simple sin kz . sin olttz 
aura une distribution ordinaire ou extraordinaire selon la nature aritJimétique 
de la constante a, comme il le fait voir par des exemples. 

Nous nous permettons de eiter les passages suivants qui terminent le 
mémoire de M. Borel et qui mettent en évidence Tutilité des recherehes 
arithmétiques pour ce genre de questions: 

»Parmi les sujets de recherehes suggérés naturellement par ee qui 
précéde il en est un sur lequel je n'insisterai pas, å cause de sa difificulté: 
la distribution des zéros est-elle ordinaire pour le produit de fonctions 
usuelles, par exemple pour le produit de deux fonctions ö correspondant 
toutes les deux a des invariantes g^ et g^ qui soient des norabres rationnels 
ou algébriques?» 

Nous allons appliquer les resultats précédents pour aborder du moins 
des cas assez généraux de ce dernier probléme. 

Considérons en effet la fonction 



oti nous avons pose: 



F{z) = %,{z).6^,,{z) 



* Dans le cas, ou a, est un zéro de multiplicité m , on aura seulement ä remplåcei 
dana Tinégalité F'{an) par F<")(a,). (Bokel). 
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la fonction entifere transcendante ö de M. Weierstrass étant définie comme 
d'ordiiiaire ^ . 

Pour plus de simplieité supposons que 

soient réels. 

Nous allons trouver des conditions suffisantcs pour que la distribution 
des zéros de la fonction F{z) soit ordinaire. Oömme nous allons le voir, 
ces conditions »'expriment exclusivemcnt par des propriétés arithmétiques des 
nomhres a et p, 

Comme tous les zéros de la fonction 6 sont simples, les zéros de F{z) 
seront simples s'ils ne sont pas commims s^ ö^i)(^) et ö(2)(^) et doubles dans 
le cas contraire. Par conséquent, on aura pour un zéro simple z = a: 

(30,,) F\a) = ö(',)(ö) . ö(2)(a) ou bien = 6^,^{a)6l^){a) 

et pour un zéro double 

(30,2) F"(a) = 2Ö,'„(«).ö;,,(«). 

Considérons dabord la fonction ^(\){z). On a comme on le sait: 

(3 1 ) %M + 2Ä,) = ± e''"^'-^''" . %M 

en posant 

(32) 

oii 7j^ et r]\ sont les valeurs de la dérivée lojjarithmique de (^(^\){z) pour 
z = (Oi et z = a}[ respectivement, et ou m^ et w, sont entiers ou nuls. Comme 
on le sait tous les zéros de ö(,)(j2f) s'obtiennent en donnant å m^ et n^ 
toutes les valeurs entiéres ou nuUes. On en tire, puisque ö(',)(o) = i, que 

Posons 2ci>i = fÅ + h , fi et v étant réels, d*ou | 2w^ |' = /i' + J'*. En 
substituant pour 2a)j, sa valeur tirée de (32) et en remarquant que — a 



* Voir p. ex. Halphen: Traité des fondions elliptiques I, p. 378. 
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sa partie purement imaginaire différente de zéro, on voit qu'on peut trouver 
pour Wj et nj des expressions 

f Wj = pfx +qv, 

(33) 

I ^1 = P> + ?'^ 

p i q ^ p' et q' étant finis. 

Considérons maintenaut s^jA, . En y substituant les valeurs de :y, et {b^ 

tirées des équations (32) et en appliquant les relations (33) on voit que 

la partie reelle de 2^jö;, aura la forrae Afi^ + B/iv + CV', -4 , B et C 

étant indépendants de /i et de v» et finis. Comme d*autre part le quotient: 

Afx^+ Bfiv+ a* 






/i' + v* 



pour toutes les valeurs reelles de /i et u ne surpasse pas une quantité fixe, 
on aura 

(34) |Ö(',)(2Ä.)| = e^A'+*/.'+cv.> g-/r..|«.i.l«, 

jfiC, désignant un nombre fixe indépendant du zéro 25), choisi ^ 

De la méme maniére on trouve, si 25>j désigne un zéro de ö(2)(jEf): 

(35) \6l,,{2a,,)\>e-^'^'^^\ 

K^ étant indépendant du zéro 2 o;, choisi. 

On en tire immédiatement que la distribution des zéros doubles de F{z) 
est ordinaire. En effet soit a„ = 2 a), = 2a>^ un zéro double et posons 
a^l = r« alors la formule (30,2) donne 

|F'K)| >«-''''- >^"'-^' 

quelque petit que soit s, du moins ä partir (Fune certaine valeur de n. 

Comme d'autre part Tordre réel de F{z) est egal ä Tordre réel de ö, cest 

ä dire å 2, Ténoncé se trouve démontré. 

Considérons maintenant les zéros simples et cherchons une limite 

inférieure des modules |ö(,)(2a>j)| et |ö^5)(2&j)|. Prenons la fonction 6(,)(jef) 

et posons 

2Ä5 = 2fn^(02 + 2n2ft>J = 2mi(Oi + 2Wiö>( + e 



* On tire de Tinégalité (34) le resultat indiqué par M. Borel, que la distributioD 
des zéros de la fonction 6 est ordinaire. 
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ou Wj , w, , n^ et n, sont entiers ou nuls et ou s est différent de zéro 
parceque 201, est supposé zéro simple de F{z). Introduisons les notations 



(36) 



nL 



n. 



€0 



(O 



01) 



fw, = m^a — /Wj =£^ 



ce qui donne: 



-r — n^ =nj—n^=e„, 



S= 2ö>,5^+ 2W[S^. 



La formule (31) nous donne 

Or, a et /9 étant supposés réels, les nombres entiers m^ et n^ peuvent 

étre choisis tels que | e„ | et \s^\ ne surpassent pas - . Par conséquent le 

point s ne sortira pas du parallélogramme dont les sommets sont lespoints 
+ (Oi±_(o[ et par suite on peut écrire : 

Ö(,)(e)>3/.|£|, 

M étant ime constante indépendante de s. 

D'un autre coté, * ayant sa partie purement imajjinaire différente 
de zéro, on voit aisément que 

\s\>M\e\ 

oii M' est indépendant de s et oti s' désigne la plus grande des quantités 
km| et |s„|. 

Enfin en tenant compte des relations (33) et (36) on trouve comme 
auparavant 

K étant indépendant du zéro 2B^ choisi. 
En résumant ces resultats, il vient 



(37) 



|Ö(,)(2o>,)|>e-"''*'^l'.e', 



j6f, étant une constante indépendante du zéro 2S)^ choisi. 



2 + « 
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Nous aurons a discuter trois cas différents: 

1°. OL et p sont commensurahles tons les deux, 

Alors |£„,| et |s„| sont nuls ou plus grands qu'un nombre fixe. Comme 
2(b^ est supposé zéro simple de F{z), ils ne sont pas nuls tous les deux 
et par conséquent s' sera plus grand qu'un nombre fixe /£, et 

et de méme on trouve 

|ö,,)(2Ä,)|>/i,.e-'''l*''-l' 

si 2{b^ est un zéro simple de F{z) appartenant ä 6(,)(;2?). En combinant 
CCS inégalités avec los inégalités (34) et (35) on aura, si a„ ost un zéro 
simple de F{z) que 

\F'{a,)\>e-'n 

quelque petit que soit le nombre positif £, du moins a partir d*une cer- 
taine valeur de n. 

Dans ce caSy la distribuHan des zéros de F[z) sera par conséquent 
ordinaire. 

2°. L'un des nombres a , ^ , jp. ex. p est commensurable, Vautre in- 
commensurable. 

Supposons que le nombre incommensurable a satisfasse ä la eondition 

oii m est le plus grand des nombres \m^\ et |mj| et ou d{in) est une 
fonction positive non décroissante de m(m>o). Comme s,, peut étre nul 
on aura en tout cas 

D\in autre c6té, les formules (32), (33) et (36) font voir que le rapport 
I ^ I ne surpasse pas une limite fixe A de maniere que 

d{m) < d{Xr) 
en désignant \2io^\ par r. Cela donne 
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et pour <7(5)(2Ä,) une inégalité pareille. Par conséquent si d{m)<Am^ 
oti A est une constante positive, on voit en combinant ces inégalités avec 
les inégalités (34) et (35) que la fonction F{z) aiira une distribution 
ordinaire de ses zéros. 

3°. En fin soient a et [i incommensurables tous les clenx, et soit dy{m) 
et d^{m) les fonctions correspondantes, de maniére que 

I m^a — m J > e"^'^*"^ 

\mj — vi^\>e'''^'"\ 

Alors on trouve sans difificulté que F{z) aura une distribution ordi- 
naire des zéros, si Tune des fonctions 6{m)<Am^^ A étant une constante 
positive. 

Par ces calculs, qui sont tres simples en principe mais qui ont exigé 
des développements peut-étre fatigants, nous sorames arrivés au théoréme 
sui vant : 

Théoréme 4. 

Considérons le produit de deux fonctions 6 de Weierstrass 

• F{z) = 6(z I ft>i , w\) . ö(j2f I ö>, , öij) 
oii les rapports 

'f. = a et ^• = ^ 



(O^ Wi 



sont supposés réels et finis. 

La distribution des zéros de F{z) ser a ordinaire: 

A. Si a et /i sont commensurables. 

B. Si T un des nombres a, ^, p- ex. fi est commensurable et Vaiitre a 
incommensurable de maniére que 



-An» 



(38) \n^a — n^\>é 

pour toutes les valeurs entiéres n^ , n^ qui ne sont pas nuls å la 
foiSy n désignant le pius grand des nombres \n^\ et |n,| et Å 
désignant un nombre indépendant de n. 
C. Si a et p sont incommensurables tous les deux et Vun d'eux, p. ex. 
a, satisfait å V inégalité (38). 
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En appliquant les resultats des sections précédentes on aura ainsi le 
CoroUaire 3: 

La distribution des zéros de la fonction F[z) ser a ordinaire, si V un des 
nombres a , y9 , p- ex. a est incommensurable et 
1° egal ä un nombre algébrique, 
2° egal au rapport de deux logarifhmes de nombres algébriqties, en 

particnlier egal au logarithme vulgaire d'un nombi'e algébrique, 
3"^ egal au rapport de deux arcs dont les sinus au les tangentes sonf 
algébriques, 

4° egal au rapport de deux intégraies elliptiques 



i 

I 



't 


1 
H 


dz 


't 


y/4z' g,z g. 



dz 



Zi j z[ , z.i , z^ j g^ et g^ étant des nombres algébriques, parmi lesquels z[ et z^ 
peuvent aussi etre infinis. 

Les cas 2® et 3° peuvent étre regardés eommc cas particuliers du cas 4°. 
En appliquant un resultat dix ä Hermite sur la fonction exponentielle ^ , 
jai pu suppléer les cas précédents par les suivants 

5° egal au logarithme népérien d'un nombre rommefisurabley 
6° egal å d\ p étant commensurable; 

cependant, cela m'entrainerait trop loin d'en donner les demonstrations. 
En appliquant les recherches bien connues sur la fonction exponentielle de 
Hekmite, de LiNDEMANN et d'autres et en suivant un procédé indiqué pai- 
M. Bok KL ^ on arriverait sans doute a completer les cas 5° et 6® par 
d autres cas tres généniux. 

On voit nettement ici quel r61e joue la nature arithmétique des 
constantes a et y9. 



* Cours Uthographiéy IV*^ edition, p. 73. 

* Coniptes RenduH, 6 mars 1899. 
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ON THE INTEGRATION OF SERIES 

BY 

E. W. HOBSON 

nt CAMBRIDOR (GnttlsiidV 

Sinco AnFJ/s rcsoarchos in tho theorv of infinite series, some of the 
most iinj)ortant investi<»:ation8 on the subjoct havo boen conccrned with 
the uiiiformitv and non-uniformity of the converfj^cnce of such series. It 
was first pointed out Ijv Skidkl, and by Siokes independently, that a 
discontinuity in the sum of a conver^ont series, of which the terms are 
continuous fnnctions of a real variable, is (hie to the non-uniform converg- 
ence of the series in the neighbourhood of j)oints at which such discon- 
tinuity exists. It is further known that non-uniformity in the convergence 
of such a series doos not necessjirily involve discontinuity in the sum. 
The theory is of special importance in connection \\äth the question re- 
garding the conditions under which the series may be integrated term by 
term so that the series arising from such integration may have for its 
sum the integral of the sum of the original series. 

If 

u,{x) + u,{x) + . . . + u^{x) + . . . 

is a series which converges everywherc in an interval (a , h) of the real 
variable x, and if Ui{x) , ^/^C^) , • • • , '*n(-^) • • • ^11'^ ^'i^*l^ continuous through- 
out the interval, it is well known that a sufficient condition that the sum 
of the integrals of the terms of the series taken through {a , i), or through 
an interval which is part of {a , i), may be represented by the integral 
of tli(» sum-function s{x) taken through the same interval, is that the 
series be uniformly convergent through the interval of integration. It 

Ada matlumatica. 27. Iiupiim^ le H jaiivirr HMCl. 27 
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has been, however, shewn by Osgood/ that in the case in which the 
sum-function s{x) is continuous throuj^h the interval (.r^, x,) of integration, 
a sufficient condition for term by term integration is that there shouUl 
be in the interval (r^ , rrj no point at which the measure of non-uniform 
convergence is indefinitely great. 

It has been shewn by Baire' that the sum-function s{x) is at most 
a point- wise discontinuous function. In the present communication the 
properties of the remainder-function Iln{x) = s{x) — s„(ic), are considered 
on the lines of Baire's memou-, and the results are applied to prove that 
for the most general function s{x) which is the sum of a series of the 
above type, the series may be integrated term l)y term and gives a series 
of which the sum is the integral of s{x)y provided (i) that s{x) is inte- 
grable through the interval of integration, and (2) that in that interval 
there is no point at which the measure of non-uniform convergence is 
indefinitely great. 

If n =- , we may consider s„{x) , Il„{x) as functions of x and t/, 

defined for all values of x in the interval {a , h), and for values of y 
which are the reciprocals of any positive integer m, FoUowing Baihe's 
procedure, the functions may be defined for values of y intermediate 

between the values i/m = -, and y„,^, = —-- , so that writi ng s{x,y), R{:r,y) 

in m -f- i 

for s„{x) , R,{x), 

s{x,y) = -^\s{x,y„^,) + 1^^^±^-^ s{x , y„) 

J/m + l — Pm !/m + l .Vm 

R{x , y) = /^^-^ B{x , y.„^,) + J^tilzJI. jB(^ , yj. 

y,n-\-l — ym J/m+1 — ^m 

If we further definc s{x , o) , B{x , o) to be s{x)y and zero respect- 
ively, the two functions s(x ^y) , R(;x ^ y) are defined for every point in- 
side and on the boundary of the rectangle contained by the four straight 
lines X = a, x = b, y = o, ;/ = i. 

The function s[x ^ y) is every where continuous witli regard to 1/, 
and is continuous with respect to j*, every where except upon the bound- 

* American Journal of Mathematica, Vol. XIX, 1897. 
' See Annali di Math. (3) III, 1899. 
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arv y =^ o, IJaike has sliewn that tliLs function is at inost a point-wiso 
(liscontinuous function with respect to {x , y), on any continuous curve witliin 
the rectangle, and in particular on the bounclan' y = o, We shall here 
consider tho function JB(;i-,f/), which does not come under Baihe*s general 
case, as althougli it is everywhere continuous with regard to y, it is in 
general a i)oint-wise discontinuous function of r, for any constant value 
of y between o and i, the value «/ = o excepted, for which the function 
vanishes. 

At any point l\.c , //), let a straight line of length 2p be drawn 
with P as middle point, and parallel to the y axis, and let 0){p) be the 
fluctuation (Schwankung) of the function I{{x , y) in the line 2p] the 
function (o{p) is a continuous function of p, and corresponding to an 
arbitrarily assigned positive nuniber ^, let a„{x , y) be the upper limit of 
the values of p which are such that (o(p)<a\ if F is in the boundarj^ 
y = o, it will bjö sufficient to take the straight line of length p within 
the rectanglc. The function a„{x , y) is thus defined for everv point in 
the rectangle and is an essen tially positive function. Moreover since 
Ii(x , y) = s{x) — s{x , y)y and since s[x) is independent of y, the func- 
tion a„{x , y) is the same as the corresponding function introduced by 
]{ai]{£ for the function s{x , y). 

It has been shewTi by Baihk that a^(:r , y) is a semi-continuous func- 
tion, that is, that corresponding to an arbitrarily assigned positive number s, 
a neighbourhood of the point P can be found such that for all points P' 
in this neighbourhood a^(P') < ol„{P) + s. 

If P be a point {x , o) in the boundary y = o, and a semi-circle of 
radius yo, and centre P, be drawn within the rectangle, the lower limit 
of |ii(x,y)| in this semi-circle is zero, and the upper limit may be de- 
noted by /9(/>). The limit of y9(/>) when p is indefinitely diminished ma}^ 
be called the measure of the non-uniform convergence of the given series 
at the point P\ if this limit is zero, the convergence of the series at P 
is uniform. If we divided the semi-circle into quadrants by means of a 
radius, the limits when /> = o, of the upper limits of |iR(a7,y)| in the 
two quadrants, may be called the measures of non-uniform convergence 
at P, on the right and on the left, respectively ; these two measures are 
equivalent to Osgood's indices of the point P, of which he gives a differ- 
rent definition. The measure of non-uniform convergence of the given 
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series is in accordance witli the above definition, tlie saltus (Sprunjj) of 
the function |i2(a?, 7/)| at the point P{x ^ o) with respect to the conti- 
nuum {x ^ y). 

The minimiira of a^{x , y) at the point P{x , o), of the ])oun(lan' 
7/ = o, with respect to that boundary, is the limit when (7 diminishes to 
zero, of the lower limit of a^ in the neighbourhood {x — d , x + ()) of 
the point P. If this minimum at the point P is positive, a neighl>oiir- 
hood of r in the continuum {x , y) can hi^ found, such that the fluctua- 
tion (Schvvankung) of R{.r , y) in that neighbourhood is < 2(t, and hence 
the saltus of |Zi(.r,?/)| at P is < 2^7. To pro ve this we observe that a 
neighbourhood j)}/ of F can be found such that jS^ at every point in pp' 
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is greater than a fixed numl)er r^ which is less than the minimum of y9^ 
at P. Let X y Y he any two points in the rectangle whose base is pp' 
and height tj, and let Xm , Ym' be perpendicular to the boundary. AVe 
have then 

\li{X) — R{Y)\ <\R{X) — R{m)\ + \R{Y) — R{m')\ 

< 2a 

thus the required neighbourhood has been found. 

It follows that if the saltus of |ÄG^,y)| iit P, is greater than 2<t, 
the minimura of oio{P) ^t P, must be zero. 

Now it lias been shewn l)y Baiue that in every sub-interval of the 
])oundary y = O, points exist at which the minimum of a^(P) with re- 
spect to tlie straight line is positive, and this is the case however small 
a may be. 

It thus appears that in the interval {a , b) the points at which the 
given series is uniformly convergent are everywhere dense, and thus that 
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thc functiou |/f(;i;,//)| is on the boundjiry ?/ = o, a point-wisc disconti- 
niioiis tunction witli ros])ect io tlic continuiini (:?• , //). It follows that the 
points of {a , h) at which the measiiiv of non-uniforin convergenee of the 
given series exceeds an arbitrarily fixed j)ositive number form a elosed 
and non-dense agiifregate. 

Ijet it now be assunied that the ])oint-wise diseontinuous function s(;x) 

•Ti 

is an integrable funetion. The eondition that the series S ju^[x)dx eon- 
verges to the vahie js{x)dx^ is that a vahie ?/^ of ;/, ean l)e found 



J-o 



eorresponding to a given positive number £, sneh that 



fli{iio , y)dx 



<e, 



for any fixed value of y which is <^ y^ . 

It will be proved that this eondition is satisfied, provided there is 
no point in the interval {x^ ^ x^) at which the saltus of |Ä(a;,7/)|, the 
measure of non-uniform convergenee, is indefinit(4y great. If the saltus 
of |/?(a;,?/)| is at everv point finite, then |i2(x,?/)| has a finite upper 
limit for everv point within the fundamental reetangle; this foUows from 
the fact proved above, that the points on // = o, at which the saltus of 
|iJ(a?,?/)| exceeds a fixed number, form a elosed aggregate, and thus if 
at a converging series of points x^ y x^ ^ . . . , ;r„ , . . . the values of this 
saltus formed a sequence of increasing numbers which had no finite upper 
limit, the saltus at the limiting point L x^, would be indefinitely great. 



M«=<» 



Let A be a fixed ])()sitive number, then the aggregate G of points 
at which the saltus of |7f(a;,y)| exceeds A, is elosed and non-dense. It 
is well known that the aggregate G consists of the extremities of an 
cnumerable agcfregate of sub-intervals ^, , ^.^ , ^3 , . • . , together with th(^ 
limiting points of these extremities. Let / l)e the cont<^'nt of G, then if 
I = x^ — Xq, i — /is the limit of Öj + ^2 + ^3 + • • • 

A number /i can be foimd eorresponding to any fixed arbitrarily small 

number s^ , such that 0^ + ^^^ + . • . + ^/^ > ^ — 1 — -1 > ^^^ ^^ < ^ — ^• 
Inside each of the intervals Ö, take an interval d\ this can l)e done so 



/^ /A 



that Sö' - S/? — s^y where e^ is an arbitrarily assigned positive number. 
The sum Sö' lies between / — i — e^ — e^, and I — I ~ 



c 
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Li*t thc interval / l)e dcvided into /x + ^ sul)-iiitiTvtils of which /i 
consist of tlu» intcTvals 0', and the othor s aro t^ , t,^ , t^ , , , . , t/, thus 

I -^ ^t + Sö'; all the points of G arc^ iii thc intcrvals t. 

VVe lirst considcr the inti^gral taken tlirou|L»:h the intervals 0' ; on 0^ 
as base a rcctanglc of h(*ight y^ can be drawn so that in that rcctan<:>flc, 
\R{x,l/)\<A-\'7], when rj is an arbitrarily small prescribed number. 
For if this is not the case, there would be points of the a* -axis in 0'^, such 
that the iluetiiation of |Zf(j:,7/)| in areas containing them are >Aj how- 
ever small y niay be taken, eontrary to the liyi)othesis that at every point 
of 01 the saltiis of \Ii{x , ?/)| is < -4, henee y^. can be found eorresponding 
to a given 5;; if y is the greatest of the /i numbers y^ , y^ , ..., y^, then 
if y^yj for ever}^ x in the intervals 0\ \lt{x , y)\~<^ A + ^. It thus 



appcars that 






, taken through the intervals 0\ is <{A-\'r])^0' 



or < {I — I — ^aX-^ + ^), provided y<y., The ninnbers y, y eonverge 
to zero togcther. 

Next consider the s intervals ^ , ^» , . . . , //, for any point x of (?, 
there is a value of y such that for it and all smaller valucs, | Z2(a: , jy)! < rr, 
wheri^ <T is a fixed positive number whieh we take < A ; this arises from 
the eontinuity of R{x , y) with respeet to y, at the i)oint {x , o). Take 
y^ a value of y, and let G,,^ be the aggregate of points belonging to G, 
such that \Ii{x , y)| < <t, provided y^^y^. The points of G^^ may be put 
into a finite number of intervals Tj , r^ ., . . . , r,, where Sr < 7^^ + d, 
ly^ denoting the content of G^^, and d an arbitrarily chosen positive 
number. The eomplementiiry intervals whose sum is £/ — Sr contiiiu 
only such points of G as do not belong to (?„ . Sinee there are by hypo- 
thesis no points of G at whieh the upper limit of the fluctuation of 
ll{x , y) in {x , y) is not finite, and this u])per limit is everywliere less 
than some fixed finite number, there exists a finite u])per limit of |72(r , ?/)| 
for all values of x whieh an* in the intervals t but not in the intervals r; 
let this be B, The integral taken through those ])arts of the int*.Tvals t 
whieh are not in the r, is not greater than B{Ylt — Sr) or is 
</>(/ + £j + -2 — Jy)\ ^ eannot inerease as y is diminished. 

It now remains to eonsider the integral taken through the intervals r; 
sinee Ii{x , y) or s{x) — six , y) is integrable in (.r^ , :rj, these intervals t 
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may be dividod into a finite nuniber of sul)-intcTviil8 such that the sum 
of those sul)-intervals in which thc Ihuftiiation of E is > an assifjned 
nuniber, is as small as we please. Tt tlius appears that the intervals r 
ean be further sul>divided so that Sr = Sr' + Sr", where r' are inter- 
vals in which the fluctuation of Ii for a fixed ?/, is >a, and the r" are 
intervals in which the Huctuation is < a, where a is an arljitrarily chosen 
number; this ean be done so that Sr' is arbitrarily small. Let a + (t<A^ 

then j ll{x ^ y](Jx\ throuiJ^h the intervals r', is not fi^reater than TJSr'. 

Of the intervals r", some confciin points of (Vy , and others may not do so; 
let X be the sum of the latter, then throuj;»:h these intervals the intej^ral 
is not greater than xB. For any interval r" which contains a point of G^^ 
|7i(j^,f/)| is everv where less than ^ + «, where y^yx\ hence the inte- 
ffral throuiifh these intervals r" is < (Vr + a) Sr" < ÄYlz" . It has now 
been shewn that 



1 
JE{x , y)(lr 



^yl^j— c.;)(Vl + ry) + Bd— /,, + s, + e,) 

+ 7^(Sr' + x) + AYt" 



where A , y^ , y are fixed, and So is arbitrarily small; // is < ;/o where ?/„ 
is the smaller of the numbers //j , y. 



rv 



riius the value of 



y/?(> , 7j)(ix 



IS 



< (^ + rj)(l — 1+ Tt") + mi — /„ + £.) + />'(r-' + x) 

or, since ^z' is arbitrarily small, 

<{A+ 7j){l — / + Zr) + 7i(/- /„ + £,) + lix 

< (A + 7i]{2l — 7) + 7J(/— /„ + £,) + Ih. 

Now it has been shewn l)v Osoooi), that ?/, ma v l)e chosen so small 
that / — 7„ < A, v>'here X is arbitrarily small; we have then also, x<X. 

Thc intec;ral is < (^ + rj)2l + B{2X + c,); let A <-;, and choose y so 
that ^<-i, JiJ^d //, so that 2 />/</•,, and U't thc O' intervals be so chosen 



2l<) 



E. W. Hobson. 



that /jfc, < 5,, wh(M'e /> , 7 , r, , .<?, are positive numbers »uch tliat 
P -\- fj -\- i\ -{- Si ^-- s, \Ve now seo that y^ caii l)e foiind siieh-that 



/ R{:r , ?/)r/;r 



< £, if //<//o; it has thus been establishcd that the ttTiii 



bv teriTi intcfi^ratiou oT the series f^iY<\s the siinie resiilt as the integnitiou 
of the suiu s(x) provided s[x) is iiitegrable throiii^h the interval of iiite- 
iifration, and also the measiire of uon-iniiforni eoTiverii^(Miee is everywhere 
liiiite in that interval. 
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ON SOLUBLE IRREDUCIBLE GROUPS OF LINEAR SUBSTITUTIONS 

IN A PRIME NUMBER OF VARIABLES 

BY 

W. BURNSIDE 

(^f <* K K E N W I (! H , Pliigland. 



It is well known tliat if a transitive permutation ,^roup of prime 
defTYQG is soluble it must be cyclical or metacyclical ; so that if the degree 
be Py the order of the group is j?/', where r is equal to or is a factor 
of p — I . 

I propose here to consider the correspondinj^ question for an irre- 
ducible jj^roup of linear substitutions in a prime number of variables; and 
in particular to deterinine the nuinbers which may be the order of such 
a group when it is soluble. 

I . A group of linear substitutions in p variables is called irreducible 
when it is impossible to find (j{<p) linear functions of the variables which 
are transformed among theniselves by every operation of the group. It 
has recently been shown by Herr Frobenius^ that if a group 6r, of finite 
order, is isomorphic (simply or multiply) with an irreducible grou]) of 
linear substitutions in p variables, then p must be a factor of the order of G. 

A group of linear substitutions in p symbols, which is of finite order 
and Abklian, is always completely redncible^; i. e., a set of ;; independent 

* Berliner Sitzungsberichte, 1896, p. 1382. 

* I am not aware whetber a separate proof of this state^ient has been published; 
but it is contained as a special case in Herr Fkobenius'8 investigations in the Berliner 
Sitxungsherichte on the representation of a group by nieans of linear substitutions. 

ÄeUk mcUhimaJtica. 27. Imprimé lo H jaiivier VM^. 2H 
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linear functioiis of the variables can always be found each of which is 
changed into a multiple of itself by every operation of the group. 

If an irreducible group 6^ in jp variables, where p is a prime, lias a 
self-conjugate subgroup //, then H must be either irreducible or Abeltan. 
In fact, if H is reducible, new variables may be chosen which are trans- 
formed among themselves in sets of Wi , w, , . . . , w^ by //, where 

w, + *^2 + . • . + Wr = P . 

Since H is a self-conjugate subgroup of G, every operation of G must 
replace the variables of one of these sets by linear functions either of them- 
selves or of the variables of another set; and since G is irreducible, it must 
contain operations replacing the variables of any one set by linear functions 
of those of any other set. Hence w, , Wj . . . , n^ must all be equal, and since 
p is prime they are all therefore unity; in other words H must be Abelian. 

2 . Supposc now that G is a soluble irreducible group in p variables, 
where p is a prime. Let I denote the self-conjugate subgroup of G which 
is constituted of its self-conjugate operations. Every operation of I re- 
places each variable by the same multiple of itself; and I is therefore 
necessarily cyclical. If n is its order, any one of its operations may be 
represented by 

{(oZy , a>^j , . . . , (ojSp) 

where w is an w*** root of unity. 

Let J be the greatest self-conjugate Abelian subgfroup of (?, so that 
J contains /, and suppose first that J contains operations which do not 
belong to i. Choose new variables so that J is represented as completely 
reduced, and let 

be any operation of «7, which does not belong to 7; so that £1,^2,...,^^ 
are roots of unity which are not all the same. If, for every operation of «7, 

£i = £5 = . . . = e^ , 

while £r+»{s = I , 2 , . . . p — r) is not equal to s^ for every operation, then 
every operation of G must either transform ^1 , ^^j , . . . , -s^r linearly among 
themselves, or must change them into linear functions of another distinet 
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set of r zs. Since i) is a prime and G is irreducible, this is impossible 
if r is greater than unity. Hence no two e*s are the same for every 
operation of J. There is therefore no linear functions of the ^*s, except 
the p zs themselves, which is changed into a multiple of itself by every 
operation of J. Every operation of G must therefore permute the zs 
among themselves, at the same time multiplying them by eertain constant 
factors. If S and T are two operations of G which, apart from these 
factors, give the same permutation of the zSy then ST'^ replaces each z 
by a multiple of itself and therefore belongs to J. Hence the factor 
group G\J iH simply isomorphic with a pcrmutation group of the p zs, 
Since G is irreducible this permutation group must be transitive; and since 
G is soluble the permutation group must be soluble. It is therefore a 
cyclical or a metacyclical group of degree p, If the order of J be w, 
the order of G is prm , while r is equal to or is a factor of p — i . 

Also, if G is transformed so that J shall be completely reduced, 
every operation of G is of the form 

(i = I , 2 , . . . , 2?) 

where the ö>'s are roots of unity, and the suffixes are reduced, mod. p. 
A group of linear substitutions in which every operation replaces each 
symbol by a multiple of itself or of another symbol, I call a permutation 
group with fcwtors. The result of the present section then is that when 
I is not the greatest self-conjugate Abelian subgroup of ö, it is possible to 
represent (t as a cyclical or metacyclical permutation group with factors. 

3. It remains to consider the case in which the group /, formed of 
the self-conjugate operations of 6r, is the greatest Abklian self-conjugate 
subgroup contained in G. Of the self-conjugate subgroups of G which 
contain i, let H be one whose order is as small as possible. The order 
of Hl is then a power of a prime. Since by supposition H is not 
Abelian, it must be irreducible. The order of // / being a power of a 
prime, it must ha ve self-conjugate operations other than identity. Hence 
H must have an Abelian self-conjugate subgroup (^ontaining and of greater 
order than J. Ijet J be the subgroup of greatest order of this kind con- 
tained in H. The operations of J cannot all multiply each z by the same 
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factor, for they would thcn all be sclf-conjujOfato in G. Hencc tlic operations 
of J are not all self-conju£^ate in H\ and thereforo H is an actual siib- 
Cfroup of, and is not identical with, G, 

Since H is irroducible and has an Abeltan self-conj update subgfroup J, 
whose operations are not all self-conjuiJfate, it can be represented as a eyclical 
or metacyclical permutation ^roup with factors; and since the order of //' / 
is the power of a prime, that of H\J^ whieh is at once a factor oi p{p — i) 
and of the order of H\ /, must be j). Hence H can be represented as a 
eyclical permutation f]^roup with factors. 

Now G can certainly not be so represented. For in such a group 
the totality of the operations which replace each symbol by a multiple of 
itself constitute an Abklian self-conjugat<3 subgroup; and if everj' one of 
these operations replaces each symbol by the same multiple of itself, G 
would not be irreducible. Hence since //, which is a self-conjuc:ate sub- 
fi^roup of (t, can be represented as a permutation group with factors while 
G cannot, it must be possible to represent H m more than one way as 
such a group. 

represent any operation P of J which does not belong to /, so that 
£, , Sj , . . . , £p are roots of unity which are not all equal to each othcr. 
Further let 

be an operation S of //, not belonging to «/. It may be assumed without 
loss of generality that aj , »2 j • • • > ^p-\ ^^^ ^^1 unity; for this is equivalent 
to tiiking ^, , a^z^y oliOl^^s > • • • ^"^ variables in the place of -sr, , ^2 ? ^3 > • • • > 
and does not affect the form of the opei-ations of J. The operation 6' 
may therefore be written in the form 

Let 

be one of a second set of p linear functions of the 2''s whicrh are permuted 
among themselves with factors by IJ . When the operation P is carried 
out on the ^'s, C becomes 

v ' = /?l^l^l + P'2^2^t + . . . + l^p^p^p > 
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and this is not a niultiple of C. Hence wlien all the operations of J are 
carried out on the variables the number of distinct linear fnnetions which 
arise from C, no one of which is a multiple of any other, is equal to the 
order oi J I, This is a power of jd in any case, and must be equal to 
j) if, as supposed, H can be represented as. a permutation group with faetors 
in the C*s. 

Since the order of «7 / is ^, the p^^ power of P must belong tö /. 
Hence P must be of the form 

where a is a ;/** root of unitv. 

l^urther P~^S~^PS must for the same reason belonii^ to /, and there- 
fore (fi^^ — (Ii is independent of /. The operation P is therefore of the 
form 

The p linear functions that arise from C by the operations of J are 
therefore 

(/--o, I , ...,i;— i). 

These must be permuted amoniLf themselves with faetors bv -S'. Thoy are 
also permuted by P\ and therefore it must be possible to determine m so 
that SP"' chanijfes one of the C s, »ind therefore all of them, into a multiple 
of itself. The conditions that C ^nay be changed into a multiple of ifcself 
bv SP'" are 

2 == 3 ot -~ - Gt " - . . . -~ - - a =— in ^ OL . 

When m is assigned these equations determine the ratios of the y9's 
uniquely, and give 

1 i 

,y. , , - m/u— 1) 

. -= « . ^' ■ 
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Hence if 

eacli of tlic j) sets of j) linear fuuctions 

Sm, O ) S«<, 1 ) • • • > Sffi, j> — 1 ) 

(m = o, I , ..., />— i) 

is sucli that 11 caii be represented as a pcrmutation group with faetors in 
terms of thein. Further, these and the z^ themselves are the only sets 
of linear functions of the ^'s in respect of which H can be so represented. 
There are therefore just p + i sets of linear functions in terms of which 
H can be represented as a permutation group with faetors. 

Since the y^^ powers of both S and P belong to /, the factor group 
1/ 1 / is a non-cyclical group of order ^' . // has therefore 'g + i self- 
conjugate ABEiiiAN subgroups of index p containing /; and the p + i sets 
of linear functions give the variables in terms of which each of these 
subgroups can be represented in completely reduced form. 

4. To ever}' operation of G there corresponds an isomorphism of H^ 
and therefore also of Hl, The totality of the operations of ö, which 
give the identical isomorphism of //'i, constitute a self-conjugate subgroup 
K oi G\ and I have shown elsewhere ^ that the order of AT | /i is a power 
of p, But J is a self-conjugate subgroup of /if, and from § 2 it follows 
that the order of K J '\^ equal to or is a factor of p{p — i). More- 
over the order of II J has been shewn to be p. Hence K must be 
identical w-ith //, and therefore the only operations of G which give 
the identical isomorphism oi H 1 are those of //. The factor group G ] H 
is therefore simply isomorphic with a (soluble) subgroup of the group of 
isomorphisms of a non-cyclical Abelian group, order p^ , Moreover this 
group of isomorphisms can leave no subgroup of order p of the Abklian 
group, order jt)^, invariant; for if it did, H would have a subgroup of 
index /), containing /, and self-conjugate in G^ w^liich is not the case. 
Hence the group of isomorphisms, with which G II is simply isomorphic, 
must contain at least one operation which permutes the p + i subgroups 

* Theory of Groups of finite order (Cambridge), p. 253. 



On soluble irreducible groups of linear snbstitntions in a prime number of variables. 223 

of order p of the Abelian group, order ;>', rejjularly. Now the operations 
of the group of isomorphisms of a non-eyclieal Abelian group of order p^, 
may bo divided into sets which (i) permute the p + i subgroups of order 
p regularly, (ii) leave one such subgroup invariant and permute the remaining 
p eyclically, (iii) leave every operation of one subgroup invariant, change 
every operation of a second subgroup into a power of itself and permute 
the remaining subgroups eyclically; and (iv) change every operation into 
its x^ (rr = I , 2 , . . . , 2> — i) power. 

Gikrster's' diseussion of the modulär group shows that no group 
containing operations from sets (i) and (ii) can be soluble. Hence, since 
G \ H contains operations belonging to (i) , it can have none belonging to 
(ii). Suppose now that G has an operation A^ given by 

p 

which gives rise to an isomorphism oi H\I belonging to (iii) . We may 

then suppose that 

A-'PA = P^R, 

A-'SA = SR , 

where R and R belong to /. The resulting conditions for the coefficients 
in A are found to be. 

where k and / are the same for all i's and y's. These conditions are in- 

consistent, unless x is unity; in which case the isomorphism is the identical 

isomorphism. Again if A gives rise to an isomorphism belonging to set (iv), 

we have 

A-'PA = P'R, 

A-' SA = S^R, 
and the resultinc^ conditions for the a. /s are 



' Matb. Ann. Vol. XVIII, pp. 319 — 365. 
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These again are mconsistent unless a;^^ i, mod. ^;. Hence G\Hcon- 
tains no operation of set (iii) and the only operation it can contain of 
set (iv) is the one which replaces every operation by its inverse. Finally 
therefore every operation of G\ H must either permute the p + i subgroups 
of order p regularly, or must leave them all invariant; and the subgroup of 
G I H which leaves them all invariant consists either of the identieal 
operation only or is of order two. The order of G\H i» therefore a factor 
of 2(^+ O- ^^^^ order of G itself is then p^sn, where 5 is a factor of 
2 (2^ + O ^^^ ^* ^^ ^^^ order of the subgroup constituted by the self- 
conjugate operations of ö. It should be noticed that n is necessarily 
divisible by p^ since P~^S~^FS, which multiplies each ;8f by a, belongs to /. 

5. {Summary). Soluble irreducible groups of linear substitutions in 
a prime number of variables may, from the preceding investigation, be 
divided into two classes according as they do or do not contain self- 
conjugate Abelian subgroups other than that formed of their self-conjugate 
operations. 

Those of the first class are multiply isomorphic with a cyclical or 
metacyclical permutation group of prime degree in respect of the self- 
conjugate Abelian subgroup of greatest order which they contain. The 
order of such a group is prnij where p is the number of variables, r a 
factor of ^ — I and m the order of the greatest self-conjugate Abelian 
subgroup. It can be represented as a cyclical or metacyclical permutation 
group with factors. A group with no self-conjugate operations, except 
identity, necessarily belongs to this class. 

Those of the second class are multiply isomorphic, in respect of the 
subgroup formed of their self-conjugate operations, with a soluble subgroup 
of the holomorph of a non-cyclical Abelian group, order p^. The order 
of such a group is p'^sn; where p is the number of variables, s a factor 
of 2(2?+ O? ^^^ ^ (which must be divisible by p) is the order of the 
subgroup formed of the self-conjugate operations. Such a group cannot 
be represented as a permutation group with factors. 
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Ober abeus summation endlicher differenzenreihen. 



VON 

HEINRICH WEBER 

In STRASHBURa. 



In (ler Abliandlung Vmtégrale finie ^''^(x) exprimée par une inte- 
grale (ié.finie simple (Bd TI, N° VII der HoLMBOK*selien Ausgabe von 
Abel'» Werken, Bd I, S. 34 der neuen Ausj^abe) giebt Abkl einen häufig 
angewandten sehr eleganten Ausdruck fur das Integral einer Differenzen- 
gleichung. Er benutzt bei der Ableitung dieser Formel gewisse bestimmte 
Integrale iiber reelle V^ariable. Aber schon die äussere Form des llesultates 
weisst uns auf die Integration iiber complexe Variable hin, und in der 
That erhält man auf diesem We^e die ABEi/sche Formel fast unmittelbar. 
Dieser Weg soU hier eingeschlagen und dann noch einige Anvvendungen 
des llesiiltutes liinzugefiigt werden. 



I. 

Die Aufgabe, um die os sich handelt, liisst sich so ausspreehen: 

^5 soU eine Vunction fix) der Variablen x gefunden werden^ die, wenn 
f[x) eine gegehene Function derselben Variablen ist. der Gleichung 

(I) f{x+ i) — f[x) = ^[x) 

(jeniigt, 

Ada malhematka. 27. Imprimé lo 8 jaiiviiT 19Ci3. 29 
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Wenn man x durch rr+ i,ir + 2, . , . ^ x -{- n — i ersetzt und dann 
die Summe aller so gebildeten Gleich ungen nimmt, so orliält man aus (i) 

n-l 

(2) f{x + n) — f{x) = Z <p{x + v). 

v = 

Jede der Bedingung (1) geniigende Function f{x) heisst ein Integral 
der Dffferenz&nghkhung (i). Ist f[x) ein solches Integral, und P{x) eine 
willkurliche periodische Function mit der Periode i, so ist /'(a;) + P(ic) 
das allgemeinste Integral dieser Grieichung. 

Mit Hilfe des CAuciiY^schen Satzes iiber die Integration auf einem 
geschlossenen Wege lässt sich nun ein solches Integral f{x) leicht bilden. 

Man markire in der Ebene einer coraplexen Variablen z den Punkt, 
der dem Werthe .r, der auch complex sein känn, entspricht, und die 
Punkte x+i,x+2,x+;ij.,.j die alle auf einer zur reellen Axe 
parallelen Geraden liegen, die ich die Linie X nennen will. Durch diese 
Linie X wird die Ebene z in zwei Halbebenen getheilt, die ich die nega- 
tive und die positive nennen will, jenachdem sie die negativ öder die 
positiv unendlichen imaginären Werthe von z enthält. 

Nun känn man auf folgende Weise ein Integral f{x) bilden: Man 
nehme einen Punkt a auf der negativen, einen Punkt 7> auf der positiven 
Seite von X an, und verbinde diese beiden Punkte durch irgencj einen 
Weg, • der die Linie X in einem Punkt c schneidet, der zwischen x und 
X — I liegt. Dann ist 

(3) /(.«■) = / r^^ . 

a 

Man erhält daraus /'(:c + i) wenn man denselben Integranden auf einem 
anderen Weg nimmt, der die Linie X in einem zwischen x und rr + i g^- 
legenen Punkt & schneidet, und fiir f[x + O — /(^) erhält man dann ein 
Integral, iiber einen geschlossenen Weg, der von den Polen des Integranden 
nur den einen, x, umschliesst, das also nach dem CAUCiiY^schen Satze den 
Werth ^{x) hat, vorausgesetzt natiirlich, dass man sich auf ein Gebiet 
der ^-Ebene beschränkt, in dem ^{x) stetig ist. 

AVenn man in der Formel (3) die Punkte a , h verändert, ohne sie 
die Linie X iiberschreiten zu lassen, so iindcrt sich die Function (3) nur 
um eine periodische Function Pix). 
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IL 

Von (lem cfcwonnenen Uosultat soll zunächst oinc Anwcndimg auf clie 
Bestimmuiig der Gauss schen Summen aus der Kreistheiliinf]^thcorie gemacht 
werdoii, die sicli daraus in sehr einfaeher AVeise ableiten liisst. 

Wenn es die Convergenz des Integrals gestattet, so können wir in (3) 
die Grenzen a und b nach der negativen und positiven Seite ins Unend- 
liche hinaus riieken lassen, und erhalten 



+f» 



(4) 



A^O 



J ^-^' 



)dz 



2:ci(x—t) y 



-/« 



worin der TntegrationsAveg iramer noch zwischon den Punkten x und x — i 
hindurchgehen muss, Avährend z, mit endliehem reellem Theil nach der 
Seit<i des positiven und negativen Tmaginären ins Unendliche geht. Fiir 
f{x + O erliält man dieselbe Form, nur dass der Integrationsweg zwischen 
X und X + I hindurchgeht. 

Macht man in dem Integral fiir f{x) die Substitution 



X 



z = — it 



und in dem fiir /(.<• + i) die Substitution 



X — z = it 



80 erhält man 



(4) 



+ x 



ri'^) 



-/ 



e-^f{x + it) di 



•00 



+ 00 



t\x + I) = 



. r e'''ip{x — it) dt 



— QO 



wol>ei aber die Integration nach t nicht auf reellem Wege genommen 
werden darf, weil sie sonst iiber den Pol t = o f ii liren wiirde, sondern 
sie geht iiber eine Jjinie in der /-Ebene, die mit endliehem imaginärem 
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Theil von neiifativ unendlichen zu positiv unendliclien reellen Wertlien 
fiilirt, und dabei dem Nullpunkt nacli der Seitc der positiv imaginären 
Werthe ausweieht. 

Nun ist aber nach (i) 

2f\x) = f\x) + f(X+ l) — fix), 

lind man erhält also aus (4): 



(5) fU} = —lri^) + i j 



4 00 

" e-^^(f(x + it) — e^'f (x — it) 



dt 



Q-rtt ^itt > 



— oc 



nnd da hierin der Punkt / = o nicbt mebr Pol des Tntejufranden ist, so 
darf (lic Integration jetzt auf reelleni Wege tum — co nach + co gehen, 
Die Anwendung von (2) erjj^iebt, wenn n eine ganze Zahl ist: 



n— l 



(6) Y(p{v) = —l{(p{n)—(p{o)) 



v = 

+ 00 



i I e-^^(f (n + it) — ipjit)) — e^(f (n — it) — y(— it)) 
2 I e~'^' — e"^' 



-QO 



Setzen wir hierin 

f{x) = e 



n 



SO folgt untcr der Voraussetzung dass n eine gerade Zahl ist: 



n—\ —Triv* +00 Tcit* 

v=0 



Ze~^= —i f e^ dt, 



QO 



und durch die Substitution von ^nt fiir t: 

n — 1 — ff/v* +00 

(7) r e"^ = — ?Vn r e^Ut, 



— 00 



worin y/n positiv zu nehmen ist. 

Um das Integral, was hier nocli stebt, zu bestimmen, brauehen wir 
nur n = 2 zu nehmen, und erhalten 



I + % 



f e^^^^^dt = 



■30 



v/i 
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woraus sicli also 



M — 1 - TZiV' 

I 



(8) Te « =-=---V^ 



v = 



eriifieljt. 

Alls diesem spcciollcn Fall Hisst sich der alljL^eiueinc Fall d(T GaufyS schen 



2hri 



Summe e " , in der s ein volles llcstsvstcin nach dem Modul n diirch- 
liiiift imd n eine ))eliebiij:e i^erade öder iiniiferade Zahl ist, wie Dikichlet 
^ezeigt hat, dureh elementare Hilfsinittel ableiten (I)ikichlet's. AVerke, 
Bd I, S. 477, DiiaciiLET-DEDEKiNi), VorJesungen iiher Zahlentheorie, Supple- 
ment I), Zu ))emerken ist noeh, dass sieh schon Kuoneckeh der InteiJfra- 
tion aut* eomplex(»m XVci^e bedient hat, um den Werth der (lAuss'sehen 
Summe zu crmitteln fCrelle's Journal, ]Jd 105, S. 167). 



III. 

• ■ 

Der IJberiLifan*^; zu unendlic^hen (Irenzen, von dem im Vorherj^ehenden 
(Jebraueh u^emaeht ist, ist in der Formel (3) nur unter ^anz besonderen 
Voraussetzuntifen iiber die Funetion ^{x) lifestattet, die in dem vorijj^en 
Heispiel erfiillt sind. Zu einer viel allj^emeineron Anwendbarkeit dieses 
Verfalirens gelanjift man a))er dureh eine kleine Umformung. 

Ist wie triiher c der Durehschnittspunkt des Integrationsweges mit 
der Linie X, so können wir den Ausdruek (3) so zerlegen: 

c c b 

f(x}— I f{z)dz — J j _ g-,^(,- T) + / I _ e2r,(x-.) ' 

a a c 

und wir ändern nun f{x) nur um eine additive Constante, wenn Avir in 
dem ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a dureh einen beliebigen 
anderen festen Werth ersetzen. Dann können Avir in den l)eiden anderen 
Intc\gralen a naeh — /co, h naeh + ico waehsen lassen, sel))st dann noeh 
wenn die Funetion (p[z) mit unendlieh wachsendem z wie irgend eine 
Potenz von z unendlieh wird. Wir erhalten dann, wenn wir in dem ersten 
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Integral die untere Grcnzc, als ganz beliebig, in der Bezeichnung weg- 
lassen: 

c c i<x> 

fix}— I <f{z)äz— I , _ g-s^/ir-lT + / T_e2^.(x-.). 



130 



oder wcnn wir im zweiten iiud dritten Intoi^^ral z — ;C — — it iind z — x 
= it substituicren : 



QO OO 



(9) n^) = f,i^)dz - i f'-^-^ + i /^ 

f(c-x) -iic-x) 



^(x + it) dt 



g2r£ 



Um f[x + O ^-^ erhalton, haben wir den Punkt c durcli den Punkt c' zu 
ersctzen, der zwischen x und x + i li^f^t. Es hindert uns aber nichts, 
c — x = x — & d. 11. c und c' gleich weit von ./; entfernt anzunehmen. 
Dadureh ergiebt sich 



ao CO 



/ \ ^./ 1 \ r / \j • r ^(^ — it)dt , . c ip{x ■\- it)dt 

(lo) /(a;+ 1)= j <p{z)dz — i J L_^+ i J 5^Y_^.ii--. 

— i(c— X) i{c—x) 

und wenn man wieder f{x + i) + f{x) = 2f[x) + f^(ii^) setzt, so ergiebt sich 

r c 

2f{x) = — ^{X) + f y:{z)d2 -\- ff{z)dz 



GO OO 

• _L • f y(a; + it) — y (a; — tQ ^^ . /' y(a; + t<)- 

<(c— ar) —i{c—x) 



^.(x-to^^ 



g2;rt 



und hierin känn man nun, da ^ = o wieder kein Pol der Integranden ist, 
c und folglich auch c' mit x zusammenf allén lassen. So erhält man 



00 



(.1) fix) = —>(.;) + fm<i^ + ^/ ^^" "• fr;i"""'^ rf^- 

o 

Dies ist die von Abel gcgel)ene Formel. Von ihren zahlreiclien An- 
wendungen sollen nur einige hier angefiihrt werden. 
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Macht man clie Annalinic ^{x) = e'', so wird iiacli (2) 

e»*"— I 



f{x + n) — f{x) = e^-^ 



c*"— I ' 



und aus (11) folift.: 






sin vtdt I e*" + I 11 



gs-r/ — I ^ gr — j 2 v 



Dieses von Cauciiy auf andorem AVej^e al)f2:eleiteto Intesfral ist fiir Abkl 
der Austranirspunkttdcs Bcweises. 

I)ie Entwicklunfif nach dem TAYLOu'schcn Lchrsatz erjn^iebt: 

i(<p{^ + it) - jrOr - ,7,) ^ 25: (- 0" ^'"n(3l-r' ' 

worin n die lleihc der natiirlielicn Zahlen 1,2,3,4,... durchläuft 
Wenn man also noch 



00 



(-) / 



<2«-i dt ^ Bn 
e^""' -- I ~" 4n 



u 



setzt, so folf^t aus (11) 

(13) f(:^) = — >(.^o +ff(x)dx + £ (- »r'^»^^^''^ 

Diesc Itciho ist freilich im allj?omeincn diver<jent, da die BernotiilK schen 
Zahlen /?„, fiir die man aus (12) auch den Ausdruek 



^ 20 (2n) ^ i_ 



findet, mit unendlieh wachsendcn n wie 2ll(2?i)(2;r)~^'' uncndlich werden. 
Will man also die Itcihe (13) benutzen, so muss man sieh auf eine end- 
liche Anzahl von (lliedern boscliränken und den dabei be^Uji^enen Fehler 
abschätzen, was fiir jede Funetion (f{x^ besonders i^esehehen muss. 

In dem l)esonderen Fall abcr, wenn (f(x) eine ij^anze rationale Funetion 
von x ist, ist die Formel (13) irenau riehtijjf, denn die Keihe l)rie]it dann, 
wenn m der (Jrad von (f{x) ist, ab, sobald 2n — i > m wird. 



2:J2 Heinrich Weber. 

Setzt man ^{x) ^^ x"\ so ergiebt sieh aus (ii) und (13) ein Polynom 
[m + I)**" Gradcs 5„,(.r), das nach (2) fiir cin |L,^aiizzalili^es .r den \VtM'tli 

\,(:<) = 1'" + 2- + 3'" + . . . + {^'' — 1)'" + SJo) 
darstellt : 



(14) SJ.r)--'r'-' + -^ + if^^^ 

o 



"» — (a ; — it)"* , 



2' ^ m + I ^ ^ ^ ^ n(2n)n(m— 2n + i) "* 



j 



Avorin die Summc so woit l'ortzus(*tzen ist, als m — 2n -\- \ nicht neiifativ 
wird. Es ist dahcr 

*^m(o) — o fiir ein lierades m 



»1-1 



(— I) 
m + I 



(15) **^m(o) — /A«+i ^i'i' <'ii^ un<»:orades ^;/ 



Aus der Formel 



sjx+ i) — sjx)^y'^ 



erfifiebt sich, wenn man .t- -^ o setzt, S,J\) ^^ S„^(o) und foli^flieh aus (14) 
fiir X = I : 

(16) y(-iY-' ^^^ 7?„^' --^--, 

worin aber die Summe uur so weit auszudeluuni ist, als m — 2n -{- i 
positiv l)leibt, also im Falle eines un<jferades m das (llied 2W ^= m + 1 
wet^zuhussen ist. 

Hieraus ergeben sieh, wenn man m = 2W öder = 2W + i anniramt, 
fiir jedes n zwei lineare Relationen zwisehen den HEUNOULLfschen Zahlen 

JSi , i>2 , . . . , />„, 

aus denen man diese Zalilen sue(»essive bereehnen känn, und zwar jedes- 
nud zwei nem» aus den sebon L»;efundenen. Beispielsweise fiir m --- 4 und 
m = 5 : 

27?,--/;, = -^-, n^ — n.=: ^ 
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woraus man erhält: 

B. = L 2?,= ' 



6 ' ' 30 • 

Wenn man in der Fomiel (13) y{x) = loga; setzt, so erhält man die 
STlBLiNG'8che Reihe 

(17) losrOr) = -Mo<,;^+.r(loK^ - i) + I (- O-^-^T).-^!' 

worin die additive periodische Function ans dem Verhalten von r{x) im 
Unendlichen bestimmt wird. 

Eine allgemeincre Entwicklunjj^ erhält man aus (ii), wenn man 
ff{x) = lofi; {x + ^) sctzt, worin c eine willkurliche Constanto bedeutot, 
und dann nach fallenden Potenzen von .r entwickelt. 

Man erhält so zunäehst 

f{:r) = - ^ loor (;r + c) + (.r + c){log (.r + c) — i) 



OD 



•■ i ^^/7T^-((^ +'•')• -(»-'•')■) 



und dies giebt nach (14) 



fi-r) = - I loj? (•^' + <') + (■'■ + c)(lof? {r + (')— i) 

^ fix"" \ "^ ^ ^ 2 n + 1/ 

Wenn man aber noch I0J2: (-^ + O J^^ch fallenden Potenzen von x entwickelt 
und ein additive Constante aus x = co bestimmt, so folgt endlich: 

(18) lof?/'(.r + c) = _ loj? y/^^^ + (.r + ,)lop:.T-.r-£^iL'5,(c). 

Die Abschätzung des K<?stes dieser Entwicklung, wenn man bei irgend 
einem Gliede abbrieht, ist von Hermite gegeben (Crelle's Journal, 
Bd. 115). 

Strassburg, Weih nachten 1 90 1 . 
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Ober die moduln der thetafunctionen 

VON 

F. SCHOTTKY 

in MABBUBO. 

Die ABEL'8clieii Functionen von p Variabeln, welche durch die Theta- 
functionen (lefinirt werden, hängen ausser von den Variabeln ab von 

-/>(/? + i) Parametern, den Period icitätsmoduln. Die ABEr/schen Func- 

tionen der EiEMANN^schen Theorie enthalten nur 3/? — 3 wesentliche Para- 
meter. Sie sind demnach, sobald p den Werth 3 iibersteigt, specieller 
Natur, und damit der EiEMANN^sche Fall eintritt, miissen zwischen den 
Periodicitätsmoduln eine Anzahl von Gleichungen stattfinden. 

Fiir /? = 4 besteht eine solche Relation. Diese habe ieh in einor 
fruheren Arbeit aufgestellt (Crelle'8 Journal, Bd. 102). Auf einem andern 
Wege ist Herr Poincakb zu ihr gelangt (Journal de Math., (5) I), so- 
dass fiir die merkwurdige Formel zwei Beweise vorliegen. Es ist natur- 
lich eine transcendente Relation zwischen den 10 Periodicitätsmoduln, aber 
sie erscheint als algebraische G-leichung zwischen den Anfangswerthen von 
24 geraden Thetafunctionen. Da diese 24 Functionen auf sehr ver- 
Bchiedene Arten gewählt werden können, so ist damit ein System von sehr 
vielen Gleichungen zwischen den Anfangswerthen der geraden Theta ge- 
geben, charakteristisch fiir den RiEMANN^schen Fall der AnEL^schen Func- 
tionen von vier Variabeln. 

Zunächst erwartete ich, nach der Analogie derFälle|0=2 undyO = 3, 
dass sich dieses Gleichungss}'stem wiirde auiiösen lassen, dass sich fiir die 
einzelnen Moduln algebraische Ausdriicke aufstellen lassen wiirden, die das 
System idontiscli befriedigen. Diese Erwartung wurde nicht ohne weiteres 

Åfia «atkMii4<«a. 97. Imprimé le 10 J au vier 1903. 
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erfiillt. Um das Problem nicht ungelöst zulassen, war ieh genöthigt, die 
Anzahl der unbestimmten Grössen zu vermehren, und nicht nur jedem go- 
raden 0^ eine bestimmte Constante c^ zuzuordnen — das Anfangsglied in 
der Entwickelung von 8^ nach liomogenen Functionen der Variabeln — , 
sondern ebenso auch jedem ungeraden Theta eine Constante u,„. Diese 
Constante u^ ist gleichfalls das Anfangsglied in der Entwickelung der un- 
geraden Function ö^, aber es ist der Werth diesor linearen Function fiir 
specielle Werthe der vier Variabeln. Diese vier Werthe lassen sich so 
wählen, dass zwischen den c einerseits und den u andrerseits ein Gleichungs- 
system besteht, scheinbar complicirter als das, welches die c allein unter 
sich verbindet, fiir das sich aber eine algebraische Lösung ungezwungen 
darbietet. Allerdings werden die u und die c nicht durch unabhängige 
Hiilfsgrössen ausgedriickt, aber sie werden in Verbindung gesetzt mit einem 
System von zehn Punkten im Raume, die durch eine geometrisch iiber- 
sichtliche Bedingung verkniipft sind. 

Es zeigen sich bei diesen Betrachtungen so viele Analogien mit den 
ABEL*schen Functionen von zwei und drei Variabeln, sogar mit den ellip- 
tischen, dass ich es fiir richtig halte, die ganze Untersuchung im vollen 
Zusammenhange mit den Theorien der Functionen von weniger als vier 
Variabeln zu fiihren, auch wenn ich dadurch vielfach auf bekanntes Gebiet 
komme. 



§ I. 

Fiir das System der geraden und ungeraden Theta, die einer Klasse 
AnELscher Functionen zugeordnet sind, ist charakteristisch, dass in den 
Hälften der Perioden zugleich eine Gruppe von Permutationen der Grössen 
des Systems gegeben ist. Vermehrt man das Argument u — ich verstehe 
darunter das System der p Variabeln — um eine ganze Periode 2 a;, so 
geht jede Thetafunction in sich selbst iiber, multiplicirt mit einem Ex- 
ponentialfactor. Vermehrt man aber u nur eine halbe Periode o), so entsteht 
eine Permutation. Da bei einer Addition melirerer halben Perioden die Eei- 
henfolge gleichgultig ist, da ferner die Addition zweier gleichen halben Pe- 
rioden eine ganze Periode hervorbringt, so ist auch bei der Zusammensetzung 
der Permutationen die Eeihenfolge gleichgiiltig, und die Wiederholung der- 
selben Permutation fiihrt zur urspriinglichen Gruppirung zuriick. 
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Wir miissen mit diesen Permutationen so rechnen, als ob es Grössen 
wären. Die Grrundgesetze sind sehr einfaeh. Es ist xk = ÅXy ferner xx = o^ 
wenn mit dem Symbol o bezeichnet wird, dass keine Anderung eintritt. 
Ist xÅfi = o, so ist X = Åfij Å = xfiy etc. Wenn wir die Permutation »o» 
mit einrechnen, so ist die Anzahl der Permutationen ebenso gross, wie 
die der Theta. 

Nun findet aber eine Complication statt, die daher riihrt, dass die 
Thetafunctionen theils gerade tlieils ungerade sind. Es werde, wenn x 
das Zeichen fiir eine beliebige Permutation, und 0^ irgend eins der 4^* 
Theta ist, mit 9^^ dasjenige Theta bezeichnet, das aus 0^ durch die Per- 
mutation X hervorgeht. Der Quotient 



ist dann eine gerade öder ungerade Function von w, aber keine Abel^scIic 
Function der Klasse — abgesehen natiirlich von dem Falle x = o. Da- 
gegen gehört, wenn / eine neue Permutation bedeutet, und man 

0axX X. 

'71 — /aX 

biidet, der Quotient beider /': 

fa ^ax ^u). 

faX 0a 0axX 

zu den Functionen der Klasse. Ob diese AsEL^sche Function jr^ gerade 
öder ungerade ist, hängt ab von den beiden Permutationen x , A, aber nicht 
von der gewählten Function 0^. Denn biidet man ebenso: 

0^x 0,HX 



f? = 



0? 0fixX 



SO entspringt jr^ aus y^^ durch Vermehrung des Arguments um eine halbe 
Periode. Es geht aber offenbar durch Vermehrung von u um eine halbe 
Periode eine gerade Function wieder in eine gerade iiber, und eine un- 
gerade in eine ungerade. 

Zwei Pennutationen können sich demnach verschieden zu einander 
verhalten; wir fiihren dns Zeichen 
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ein, welches + i öder — i soin soU, jenachdem die oben gebildeten 
Quotienten ip^ , f^ gerade öder ungerade Functionen sind, und neonen im 
ersten Falle, mit Frobenius, die Permutationen x , A syzygetisch, im andem 
azygetisch. 

Das Zeichen (x,A) entscheidet noch eine andre Frage. Es sei q> die 
halbe Periode, die der Permutation A entspricht. Es ist dann, bis auf 
einen constanten Faktor, f^x ^it fj^ + ö>) identisch. Aus der Öleichung 

folgt demnach: 



Da andrerseits offenbar 

fa{- u) Un) 



fa{ tt + ö;) fa{%i W) 



ist, so ergiebt sich: 



fa{u+ 2a>) = (x,A)/;(w). 



Dies sagt aus: Bei der Vermehrung um eine ganze Periode bleibt der 
Quotient 

ungeändert öder er wechselt sein Zeichen, je nachdem die Hälfte dieser 
ganzen Periode, öder die entsprechende Permutation, sich syzygetisch öder 
azygetisch zur Permutation x verhält. Hieraus ziehen wir zwei Folgerungen: 
Erstens dass, wenn >f,A,/i drei Permutationen sind, 

{x,fi){X,fi) = (xÅ.fi) 
ist. Wir können hinzufiigen, dass auch 

{x,X){x,fi) = {x,^/i) 

ist, da ja (x , A) mit (A , x) identisch ist. Allgemein, wenn €0 , ft>' irgend- 
welche Combinationen gegebener Permutationen sind, ist: 

((0,0)') ^ U{x,x'), 
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wobei sich das Product erstreckt iiber alle Elemente x von o) und x' von o)'. 
Femer ist offenbar stets 

(o,;f) = i; {x,x)= i, 

wenn o wieder das Zeichen tur die identische Permutation bedeutet. 

Eine zweite Folgerung ist die, dass die identische Permutation o die 
einzige ist, die sich zu allén andem syzygetisch verhält. Denn ist x von 
o verechieden, so ist der Quotient /^ keine ABEi/sche Punction der Klasse 
und es muss daher ganze Perioden geben, die f\ in — f^ iiberfiihren. 



i? 2. 

Es seien Jfj , x, , . . . , ;f^ die Zeichen f iir eine Eeihe von Permutationen 
öder halben Perioden. Piigen wir zu dieser Reihe noch alle aus ihnen 
combinirten Permutationen hinzu: x^x^ ^ x^x^ ^ x^x^x^ etc., und ausserdem, 
als Combination o**' Ordnung, die Permutation o öder die ganze Periode, 
80 erhalten wir eine Qxuppe. Die gegebene Eeihe x, , ;f, , . . . , x„ soU un- 
abhängig heissen, wenn die 2" Combinationen lauter verschiedene Permu- 
tationen darstellen ; n ist dann die Ordnung der Öruppe, und ^, , ^^ , . . . , ^« 
eine Basis. 

Wir können so fiir die ganze öruppe der 4^* Permutationen eine Basis 

auf stellen. Wenn wir dann eine beliebige Permutation oi nehmen, und 
das Verhalten von w zu den Elementen der Basis feststellen durch die 
Werthe der 2/> Vorzeichen 

so ist umgekehrt (o eindeutig fixirt durch die Angabe dieser 2p Vorzeichen. 
Denn wäre lo' eine zweite Permutation, die derselben Gleichungen geniigt, 
so wäre offenbar wto' syzygetisch zu allén Elementen der Basis und somit 
zu allén 4^* Permutationen iiberhaupt. Dann muss aber nach dem letzten 
Satz in § i (oio* = o, d. h. (o' = (o se in. Es folgt hieraus, dass auch 
jeder Wahl der 2p Vorzeichen £ imnier eine und nur eine Pennutation ö> 
entsprechen muss. 
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Nehmen wir jetzt eine unabhängige Reihe, die aus weniger als 2p 
Elementen besteht: 

>fi , ^2 > • • • , ^« (^ < 2/)). 

Wenn wir dann die n Grleichungen aufstellen: 

in denen die e beliebig gewählte Vorzeichen bedeuten sollen, so giebt es 
genau 2^^'*" Permutationen, die diesen n Bedingungen geniigen. Denn 
wenn wir die gegebene Reihe durch Hinzuf iigung von 2/> — n neuen Ele- 
menten Xn^i, ..., X2p zu einer Basis des ganzen Systems vervollständigen, 
80 können wir iiber die 2p — n hinzutretenden Vorzeichen (ö> , xj will- 
kiirlich verfiigen. 

Speciell giebt es hiemach genau 2'^"" Permutationen, die sich zur 
Basis einer gegebenen Gruppe n*®' Ordnung, und damit zu dieser ganzen 
Gruppe Gj syzygetisch verhalten. Diese bilden ihrerseits wieder eine (xruppe 
G\ und offenbar steht G zu G' in derselben Beziehung, wie G' zu G. 

Wenn alle Elemente einer Gruppe G sich gegenseitig syzygetisch ver- 
halten, so nennt man sie eine syzygetische öder GöPEL^sche Gruppe. I)a- 
zu geniigt offenbar, dass die Elemente der Basis sich paarweise syzygetisch 
verhalten: 

{Xa , >f^) = + I . 

Die Ordnung einer solchen Gruppe känn nicht grösser als p sein. Denn 
wir haben gesehen: es giebt genau 2 '''■"" Permutationen, die zu allén Ele- 
menten von G syzygetisch sind. Dazu gehören aber die Elemente von G 
selbst. Folglich ist 2"<^2'^""", d. h. n<p. Wenn n<p ist, so giebt es 
Permutationen, die zu allén Elementen von G syzygetisch sind, ohne in 
dieser Gruppe selbst enthalten zu sein. Folglich lässt sich jede GöPEi/sche 
Gruppe von niedrigerer als der />*"'" Ordnung zu einer Gruppe von der />***" 
Ordnung ergänzen. 

Denken wir uns wieder eine beliebige Eeihe von Permutationen: x, , 
^3 j • • • > ^n gegeben. Wenn je zwei Glieder dieser Eeihe sich syzygetisch 
verhalten, so entspringt hieraus eine GöPEL^sche Gruppe. Nehmen wir aber 
jetzt im Gegentheil an, dass je zwei der Glieder sich azygetisch verhalten: 

dann wollen wir die Kcihe eine azygetische nennen. — Wir fiigen noch 
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eine Definition hinzu. AA^cnn dureh die Zusammensetziing der einzelnen 
Permutationen x^ , x^ , • • • , ^« die identisehe I^ermutation entstelit, also 
x^x^ . , . x„ = o ist, soll die Ueihe eine f^eschlossene heissen. 

Fni<»^en wir uns zuniiclist, ob eine azygetis(-he Keihe Xj , Xj , . . . , ^„ 
zucleich eine iresclilossene sein känn. Dann miiss 



'5->'^*^ "■ -^-"^ }-, 



und deshall) 

(Xfi i X„) ^^= [Xi , Xn)\X2 , Xn) • • • [Xn-\ j X,^) 

sein. Nun ist aber (x„ , xj ^^ i, während alle Faktoren der rechten Seite 
gleich — I sind. Es ergiebt sich also: 

I - (- ir-\ 

d. h. : n nuiss eine ungerade Zahl sein. Uragekehrt ist leicht zu selien, 
dass solcbe tr^sehlossene Heiben wirklich existiren. Denn nehmen wir an 
dass eine gerado Zabl von Permutationen: ^j , ^2 , • . • , ^«_i gegeben ist, 
die sieh gegenseitig azyyetisch verbalten. Fiigen wir der Reihe hinzu: 
Xn^^ x^x^ . . . x^_yj so verbiilt sich offenbar x„ azygetiseh zu x^y x^^^ ..., x^^i. 
Es sei jetzt x^ , x.^ ^ . . . , x„ eine geschlossene azygetische Iteihe, und 
(O eine beliebige Permutation. Da x^x.^ . , . x^ = o ist, so ist 

{cO , X^){C0 , X^) . , . {(O , x„) ^- I . 

Da n eine ungerade Zahl ist, so können nicht alle Factoren der Unken 
Seit« — I sein; es giebt demnaeh keine Permutation cd, die sich gleich- 
zeitig zu x^ y x,^ , . . . y x^ azygetiseh verbalt. Mit andern Worten: Eine 
geschlossene azygetische Peibe känn nicht erweitert werden. Es folgt hier- 
aus weiter, dass eine nicht geschlossene azygetische Keihe nothwendig un- 
abhängig ist. Denn wiire das nicht der Fall, so miisste sich aus einer 
Anzahl ihrer Glieder eine geschlossene Keihe bilden lassen, und dies ist 
unraöglich, weil eine geschlossene* azygetische Keihe nicht erweitert werden 
känn. 

Eine nicht geschlossene azygetische Jteihe känn dagegen stets erweitert 
werden. Wenn n --^ 2p ist, känn allerdings nur noch das (xlied 

hinzugefiigt w(^rden, wodunb sie zu einer geschlossenen azygetischen Keihe 

Acla vudhcmeUiea, '27. Iininiiuii 1«' *.» junvi» r l'K».i. 31 
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ergänzt wird. Ist aber n < 2p^ so giebt es 2'^"" Permutationen cw, die 
zu /j , jfj, , . . . , x„ azygetiseh sind, also mindestens 2, und somit auch sicher 
eine, die von x^x^,,,x^ verschieden ist. 

Man känn demnach azygetisehe Eeihen aufstellen, die aus 2p Gliedern 
bestehen, und die eine Basis bilden fur die ganze Gruppe der 4^ Permu- 
tationen. Jede solehe lleihe lässt sieh dureh Hinzufugung eines letzten 
Gliedes noch zu einer geschlossenen azygetischen Eeihe ergänzen. Jede 
beliebige Permutation wird dann dureh zwei complementäre Combinationen 
der Elemente >f ^ , ^^ , . . . , ^j^, ). 1 dargestellt. 

Denken wir uns wieder eine beliebige unabhängige lieihe x, , x, , . . . , ;f^ 
gegeben und bilden die Eeihe der Thetafunktionen, die aus einer, ö^, 
dureh die Eeihe dieser Permutationen hervorgehn: 

få (^ få 

SO gilt zunächst der Satz: Die Function 6^ känn so gewiihlt werden, dass 
alle Glieder dieser Eeihe gleichartige, d. h. entweder sämmtlich gerade 
öder sämmtlich imgerade Functionen sind. 

])enn nehmen wir an, die Glieder seien nicht gleichartig. Wir ver- 
stehen dann unter e^ den Wcrth + ^ öder — i, je nachdem die Func- 
tion mit dem Index ax^ gleichartig öder ungleichartig ist mit Ö«, und be- 
stimmen eine Permutation ö>, die den n Bedinsfuni^en 

(ö>, x^ = e„ (v= 1,2. ...,«) 

geniigt. ALsdann ist der Quotient 

^ in ("'■If', ...,v) 



gerade öder ungerade, jenachdem s^ gleich + ^ ^^^^r — i ist. Deshalb 
muss Oawx ^^ jedem Falle denselben Charakter liaben wie ö«^. 

Ist x^ , x.^ , . . . y x^ eine geschlossene Eeihe von Permutationen, und n 
eine ungerade Zahl, so nennen wir auch die Eeihe der w+J Functionen: 

få f^ f^ 

eine geschlossene. Sie ist dadurch charakterisirt, dass der Quotient den 
wir enthalten, wenn wir die Hälfte dieser Functionen als Faktoren in den 
Ziihler, die andere Hälfte in den Nenner auf nehmen, immcr eine AuKr/sche 
Function der Klasse ist. 
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JJie Keihe fy«, Ö^, , 6^^ ^^'ird geschlossen clurch 0^^^, und ebenso gehört 
VAX jodor ungeradon Anzahl von Tlietafunctionen eiu bestinimtes Theta, das 
die Iteilie schliesst. 

Wir wollcn mit W,^j.. dasjenige Theta bczeichuen, das die Reihe ö^, 
#^, 8y scldiesst, ebenso mit fta-^-jos ^l^s Schlussglied zii fy^, ö;, , ö.,, Ö,;,#e, etc. 
Jede Combimition ungerader Ordnung von Theta- Fndices bezoichnet auf 
dicsc Weise wieder ein Theta. Dagegen bezeichuen die geraden Combina- 
tionon dieser Indices I^ermutationen. oljS ist diejenige Permutation, die 0« 
in 6^ iil)erfiihrt, otjSyc} die, welehe sich aus a^9 und yd zusammensetzt, u. s. f. 
Wir sägen ferner: die drei Puuctionen W^, 0^,, é?.. verhalten sich syzygetisch 
öder azygetisch, je nachdem die ABEi/sche Function 



gerade öder unge rade ist, und von einer Anzahl von Functionen 

sägen wir, dass sie eine azygetische lleihe bilden, wenn je drei (ilieder 
sich azygetisch verhalten. 

Es ist leicht zu sehen, dass, wenn / , A , /£ etc. eine azygetische Reihe 
von Permutationen ist, dann 

eine azygetische Keihe von Functionen darstellt. Falls die Reihe nicht 
geschlossen ist, ist sie auch unabhängig; wir können daher 8^ so wählen 
dass alle diese Functionen denselben Charakter haben. Daraus folgt dass 
sich die Tlietafunctionen des ganzen Systems in folgender Weise anordnen 
lasson: Es känn zunächst eine azygetische Reihe von 2p + i gleichartigen 
Theta aufgestellt werden: 

"i j "a > • • • > "2/>+i • 

Alle iibrigen Thetii werden dann bezeichnet durch die Combinationen un- 
gerader Ordnung der Zalilen i , 2 , 3 , . . . , 2/? -|- i . Da 8^ , 8.^ , 8^ sich 
azygetisch verhalten, so ist der Quotient 
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eine ungerade Function; folglich hat #,03 den entgegengesetzten Charakter 
wie 6^ j B^ , Ö3 etc. Alle Functionen, die dureh dreigliedrige Indiees bo- 
zeichnet sind, haben deranach unter einander dcnselben, aber zu denen der 
Hauptreihe entgegengesetzten Charakter. Ebenso schliesst man, dass die 
Theta mit fiinfgliedrigem Index vvieder denselben Charakter haben, wie 
die der Hauptreihe, u. s. f. Am grössten ist die Anzahl der Combina- 
tionen von der mittleren Ordnung: p öder p -{■- i , Diese mässen gerade 
Functionen bezeichnen, da die Anzahl der geraden iiberwiegt; demnach 
sind gerade alle Functionen 8,„, bei denen die Ordnung der Combination 
m congruent p öder p + i mod. 4 ist, imgerade die iibrigen. 

Die Functionen der Hauptreihe sind gerade, wenn i = p öder 
zz ^ + I mod. 4 ist, d. h. fiir p ee o und ee i mod. 4; in den andern 
Fallen sind sie ungerade. 

Statt der nicht geschlossenen azygetischen Iteihe känn man auch die 
geschlossene Iteihe der Bezeichnung zu Grunde legen, die man erhält, 
wenn man der Hauptreihe noch als letztes Glied die Function 

hinzufiigt. Jedes Theta wird dann durch zwei complementäre Combina- 
tionen der Zahlen i , 2 , . . . , 2^ + 2 bezeichnet. Tndess känn hier insofern 
eine Unregelmiissigkeit eintreten, als 0^2p^'2 nicht nothwendig von derselben 
Art ist, wie öj , ^^ , . . . , ffjp^x. Wenn p gerade ist, so haben alle 2/) + 2 
denselben Charakter, weil dann 2/? + ^ ^^ ^ mod. 4 ist; wenn aber p un- 
gerade ist, so ist 6-2p^-i von entgegengesetzter Art. 

Es känn allerdings auch in diesem letzteren Falle die volle Symmetrie 
in Bezug auf die Indiees i , 2 , . . . , 2/? + 2 gewahrt werden, wenn man 
eine leichte Modification der Bezeichnung eintreten lässt. Durch die Reihe 
^1 ) ^i ) • • • ) ^ip+i i^t ^^^ Bezeichnung der Permutationen festgelegt; jeder 
Permutation entsprechen zwei complementäre Combinationen gerader Ord- 
nung der Zaldcn i , 2 , . . . , 2^ + 2. Nun bevorzugen wir die Function 
O.jp^^, indem wir sie ohne Index lassen, und allén iibrigen geben wir den 
Index derjcnigen Permutation, durch die sie aus 6 hervorgehen. Dann 
ist leicht zu sehen, dass Combinationen derselben Ordnung auch wieder 
Functionen von gleichem Charakter bezeichnen. Nehmen wirz. B. ^ = 1. 
Die geraden elliptischen Theta wiirden bei dieser Festsetzung zu bezeichnen 
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soin als ö,^ öder 6.^^, Wjg öder Ö^^, etc, während ti ^ 6ir.n das uni^eradc 
Thetu ist. Fiir p ^ 3 wnrden 



"i2 > "rj ) • • • ) " 



78 



dio 28 unj:j:eradoii, und H^^yu = W^^j^ etc. dio i^eraden Functioiien soin. 
I.)ie Existenz der i»:leicliarti<ifen azvcretischen Reihon war schon Rikmann 
bekannt. Es ist noeli eiii Punkt zu l)es))reehcn, der fiir unsere Jiljnfobraisclie 
Unt<3rsuchunii: von wosser VV^iclitifTfkeit ist, und auf den Noetiieii und Fiio- 
BENius aufmerksam ji^eniaeht haben. Nehmen wir eine OöPELsehe Gruppc 
Gy und bilden dio Produkto 

jodos dieser JVodukte orstrockt i'il)er dio 2" Kleniente von G. Dio Molir- 
zalil dioser Produkto euthiilt li^erado und uni^^erade Faktoron ]L(oniischt, und 
zwar sind dann jedesnial soviol j^erado wio uni»erade Faktoron vorhanden. 
Donn nehnion wir an, dass oin Faktor 0,,y cxistirt, der von entj^eij^onge- 
setztor Art ist wio Ö,,, dann mässen, wcnn 6,^^ irgend oinen andorn Faktor 
bedeutot, auch ö„^ und 0^^^^^ von ontcret^eni^esetzter Art soin, wcil der (^uotient 



ax ^ax' 



OaS 



axx 



eino f^orado Function ist. Dio Faktoron von P^ lassen sicb also ptuu'weise 
zusanimcnfiisson, sodass inmior der oine jiforade, der andore uni»orado ist. 

Wiircn nur solcho Produkto vorhanden, so wiiro die Anzahl der ge- 
raden Thet^ gleieb der der unjiforaden, was nicht der Fall ist. 

Heschriinken wir uns jetzt auf diojeni<^en 7^„, welche nur n^leichartigo 
Faktoron enthalten, so haljon wir oin System, das, was die (_Tru])pierung an- 
betriflft, genau analoi»* ist dem System der 1'hetafunctionon von p — n -^ a 
Variabeln. 

Gehört x der Gruppo G an, so ist P^^ =-= 2^„. Eine solcho Permuta- 
tion ist demnaoh fiir unser System als identischo anzusehen. 

Damit P,^x, obonso wie P,^, oin Produkt u^leichartiger Faktoron soi, ist 
offonI)ar nothwondijjf und liinroichond, dass A sich zur ganzon (iruppo G 
syzygotisch vorhält. Dieser Bodingung geniigt eine Gruppo von 2*^~" Por- 
mutationen, unter donen al)er die der Gruppe 6* mit enthalten sind. Wir 
können also oine zwoito Gruppo //' definiron, von dor Ordnung 2/> — 2W^ 2a ^ 
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in (ler Weise, dass jcdcj ziir (.Truppe G syzyi^etische Permutation sicli dar- 
stellt in der Form xX^ wo x der (Iriippc ö, k der (Iruppe G' angehört. 

Die Permutationen der Gruppe G sind dann die cinzigen, welche sy- 
zygetisch sind zu beiden Gruppen G und G' . Folglich giebt es in der 
(Jruppe G' ausser der Permutation o keino andere, die zu allén Elementen 
von G' syzygetiseh wiire. 

Damit sind fiir das System derjenigen 1\^ die Produkte von lauter 
gleichartigcn Hieta sind, dieselben Grundlagen aufgestellt, von denen wir 
ausgegangen sind bei der Gruppierung der 4^ Functionen Theta. Die Aij- 
zahl der 1\ l)eträgt 4", und es giel)t zwei Art^n der P«: Produkte gerader, 
und Produkte ungerader Theta. Wir können sägen, dass drei Produkte P«, 
F^ , Py sich syzygetiseh öder azygetisch verhalten, jenachdem der Quotient 



9a 9 



'/? 



9y 9 a 



.fr 



gerade öder ungerade ist. Wir können dann geschlossene azygetische Kcihen 
der r aufstellen, die immer .lus einer geraden Anzahl von Gliedern be- 
stchen, und speziell fiir die Bezeichnung der P eine Hauptreihe 

P P P 

-*^ 1 > '*■ 2 ) • • • > "^ 2(7+1 

zu Grund e legen, die aus P-Functionen der gleichen Art besteht, während 

^128 ) -^124 ^*^^- 

von der entgegengesetzten Art sind wie die Functionen der Hauptreihe. 

Nehraen wir z. B. n = p — i, also a =^ i, so l)estcht das System 
der P aus vier Grössen: P^ ^ P^ ^ P^ und P^^z] die drei ersten sind Pro- 
dukte gerader, das letzte ein Produkt ungerader Theta. 

Fiir n = /> — 2 existiren 16 Functionen P. Die sochs Produkte un- 
gerader Theta bilden eine geschlossene azygetische lieihe: 

P P P 

die Produkte gerader sind dann: 

P - P P l> ef(. 

^123 ^ 450) -*^rj4 -* 356) ^^*-* 

Fiir n =^ p reduzirt sich das System der P auf eine einzige Function, 
und diese ist ein Produkt gerader Theta. 
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Die Aufstelluiijnr der quadratischen Helationon uiitcr den Thetafunc- 
tionen beruht auf sehr einfachen Siitzeii. 

Krstens: Von den Qiiadraten der Thc^ta sind nnr 2" linoar-iinal)hiin<?i<if. 
Zweitens: Aueli von den Produkt<5n 



p« = 



"a "ax ) 



die zu einer be«timmten Perniutation öder halben Periode x li^ehören, sind 
nur 2" Hnear-unabhiingijn^. Diese Produkte sind aber theils j^^erade, tlieils 
ungerade Funetionen. Beschränkt nian sich auf die geraden, so sind nur 
2^"^ unabhängig; dasselbe gilt von den ungeraden. 

Drittens: Jede der (lleichungen, die sich hiernach zwischen den Tlietii- 
functionen ergicbt, bleibt richtig, abgesehcn von den Vorzeichen der ein- 
zelnen Glieder, bei sämmtlichen 4^' Pernuitationen d(»s Svstenis. Aus 

folgt deninach 

Ti+ A^f)l>) = o, 
und ans* 

^{± AJ\,) = o. 

Auf die Vorzeiclien wollen wir ini folijenden wcniu: Kiicksielit nehnien, um 
die Untersuchung nicht zu complicieren. 

Wir bezeiclinen durchweg mit c^ den eonstant^n Werth, den eine 
gerade Function 9^ fiir u ^r^z o anninimt, und vvenn 9^ ungerade ist, mit 
u,j, i hr lineares Anfangsglied. 

Fangen wir an mit dem Falle /> - i. Hier existieren drei gerade 
Theta: H^ , S,^ , S.^ Sie bilden eine azygetische Iteihe, die geschlossen 
wird dureh llinznfiiirunii: des unwraden Thc^ta. Letzteres känn (dine rnd(»x 
bleiben. 
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ZwLschen den Quadrateu voii je drei der Thetji besteht eine liueare 
Rdation, dcren Goofficienteu siclit leicht bcstimmeu lassen. Nchnien wir z. Ii.: 

Dies wird durcJi dio Pcrmiitation 12 nberiJ-enilirt in: 

A.ei +A,H'\ ± A, (i' - o. 
Daraiis foli^t, wonn nian u — o setzt: 

Hiernacli erhiilt die (xleichung zwischcn 6^ , W.^ , B.^ die Form 

(O i(±clOl) = o, 

und darans wiedernni eroiel>t sich fiir w =^ o die bokannte Constanten- 
relation : 



(2) Z(+<)-^o. 



3 

a 1 



Fiir p -'- 2 habon wir 6 nni^crado nnd 10 oerado Tlieta. In den 6 
uno;eradon : 

"1 > "2 > • • • ) "g 

liegt eine geschlossene azygetiscbe Ileihc vor. Ö123 ^^ O^^q, etc. sind die 10 
geraden Functionen. 

Die iibrigen sechsgliedrigen azygetischen Eeihen gehen ans der Eeihe 
der ungeraden hervor durch die 15 Permutationen 12, 13, ..., 56. Sie 
enthalten jedesmal vier gerade und zwei ungerade Functionen; z. B.: 

Ans den geraden Thcta allein lassen sich demnach 1 5 verschiedene vier- 
nliedriiJfe azvjL»-etisclie Keilien bilden. 

Zwischen den Quadraten von je fimf Thetafunctionen bestelit eine 
lineare öleichung. Ist aber eins dies(>r fiinf Theta gerade, die ubrigen 
unirerade, so muss offenbar der Coefficient des yferaden Theta i^leich o sein. 
Es besteht also z. B. eine (Jrleichung: 
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Wendet man hier die Permufcition 34= 1256 an, iind setzt daun w ^ o, 
so foloft: 

Hierna(*li hostinimon sich dw Coefficienton A,,; os (Ti^-ioht sich : 

«= 1 

Wir könneii sägen, dass liiormit die Jtolatiou <»;egoben ist, die zwischon vier 
ungeraden Tlieta besU^ht, odör auch, allgenieiner, zwischon irgond vier 
Tlieta, dio eino azygetisoho Roiho bilden; sie hat dio Form 

wo X diejenige Permutation bedoutet, durch dio allo vier Thcta in gorade 
ubergefiihrt werden. 

Nehmon wir speciell dio vier Functionon als gorade an, so haben wir: 

(3) i:{±(i»i)^.o, 

und fiir u — o: 

(4) ^ (± o - o. 

Diese viergliedrigc Gloichung stellt ein System von 15 verschiodenon Re- 
lationen zwischon den Anfangsgliedorn der 10 goradon Thota dar, da sich 
aus den goraden Thota 1 5 verschiedene viorgliedrige azygetische Keihen 
bilden lassen. 

Grehen wir jotzt iiber zu don Produkten 

P = R R 

die zu oiner der 1 5 hall)on Perioden gehöron. Untor diesen acht Pro- 
dukten giebt es vier, doren Faktoren gleichartig sind, und zwar drei Pro- 
dukte gerader, ein Produkt ungerador Theta. Zwischon jo drei dieser vier 
Functionon bost<3ht eino linoaro Gloichung; allo vier bildon oine geschlossene 
azygetische Koihe. Nonnen wir, allordings abweichend von der zuerst 
gewiihlten Bezoichnung dor Thota, I\ , F^ , F.^ die drei Produkte erster 
Art, so könnon wir, da dio Vorhiiltuisso genan so liogon, wio l)oi don 

Ada mnthematiea. 27. Iiupriiiif» le K) jaiivior IfMi:',. " 32 
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Qiiadraten der Thetafunctioncn von einer Variabeln, die beiden Formeln 
au f stol len: 

(5) i(+p^p:)^o, 

a 1 

{(>) h±pi)-o, 

wo jp« den Werth von P^ fiir ?* == o bedeutot. 

Kehren wir zuriick zAir ursprimglichcn Bezeichnnnjr und wiililen etwa 
fiir / die PernuitAtion 56. Es sind dann 



"145 "mc j "245 "24c > "345 ^; 



34C 



die drei zinjfehörig-on Produkte jG^erader Theta. Soniit I)estohen die Rela- 
tionen : 



8 



^, (+ ^a4ö^a46 ^ai6 f^aie) — O, 



a-1 
8 



T{±cl^,cl,,) =0. 



a. I 



A US der erston dieser beiden (ileichuuffen ziehn wir eine weitere Folöferunij. 
Wir wenden die J^ernuitation 46 an, wodurcli ^^^^ ^^ ö«) ^a\ö ^^^ ^aöc iiber- 
ofefiihrt wird, und beschfänken uns auf die Anfani»:s<i:lieder. So ers^iel)t sieh: 



(7) ^. (± (^aiiCaiiCaiiK) = O 



i 

E 



Wir können dieser Gleichunj? auch die Fonn geben: 

8 

x,A und xÅ bedeuten hier diejenigen drei Permutationen, die gleichzeitig 
^1 ) ^9 ) Ö3 1^ gerade Functionen iiberfiihren. Da ö, , Ö, und Ö^ irgend 
drei der sechs ungeraden Functionen sein können, so ist hiermit allgemcin 
die Beziehung zwisehen den Anfangsgliedern dreier ungeraden Theta dar- 
gestollt. 

Bilden wir jetzt die entsprechenden Gleichungen f iir ^ = 3 . Zuniichst 
känn man sägen, dass zwisehen den Quadraten von neun Theta functionen 
immtn' eine lineare (Tleichung bestehen muss. Ks gilt aber der Satz, dass 
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sclion sechs Tlieta durch eine solche Gleicliung vorbunden sind, falls sie 
eine jjeschlossene azygetische Reiho bilden. Wonn dies zugleich laiitor 
gerade Functionen sind, so hat die Relation die einfache Form: 

(8) i (± cl 61) = o. 

a-l 

Uni dies zu bewcisen, dcnken wir uns zuniichst fiir die Bezeiclmimg 
der 64 Theta eine azygetische Eeihe öj , f^g , . . . . Ö7 von lauter ungeraden 
Theta zu (irunde gelegt. Die Functionen #,,^5^. sind dann gerade, #a^, 
wiederum ungerade, der Conibination i 2 ... 7 entspricht eine gerade Func- 
tion. Wir fiigen diese letztere, als 6.y der Hauptreihe hinzu. Eine drei- 
gliedrige Combination, die das Element 8 enthält, bezeichnet dann nicht 
eine gerade, sondern eine ungerade Function. 

Nehmen wir nun die acht Functionen der Hauptreihe und ausserdem 
irgend eine andere Function, etwa ö^jg. Wir können dann die Grieichung 
aufstellen : 



8 



-4^678 ^i^a^a)' 



Da 9^ die einzige gerade Function ist, die in dieser Gleicliung vorkommt, 
so muss der Coefficient A^ gleich o sein. Dasselbo gilt von A^ und -4-; 
denn durch die Permutationen 68, 78 gehen alle Functionen in ungerade 
il ber, ausgenommen das eine Mal Öq, das andre Mal Ö7. Demnach lautet 
die Gleichung so: 

6 

a = l 

Wendet man die Permutation 18 an, und setzt dann m = o, so ergiebt sich: 

"^^167 ^^^^ i. -^1^8* 

Hiernach bestimmen sich die Coefficient^n f olgendermassen : 

6 
^8 ^078 ^^ ^ \i. ^a67 ^a)) 

und dies ist in ('bereiiistimmung mit dem aufgestellten Satze. Denn Wj, 
Ö.^ , . . . , #3 und Ö678 = Ö12345 bilden eine geschlossene azygetische Reihe, 
und 67 ist diejenigen Permutation, die alle sechs Functionen in gerade 
uberfiihrt. 
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Der Satz ist damit auch alliyemein bewiesen. Denn nehmeu wir an, 
es licfifc eine <reschlosscne azypetischo Keilie von sochs Theta vor. Wenn 
wir (las letzte (lliecl fortlassen, so können die fiinf iibrigen zu einer sieben- 
i»:liedrigen azyi^ctischcn Kcihe crcfiinzt worden, und es giebt eine Permuta- 
tion, die diese siel)en Theta in lauter unii^ercide uberfiihrt. 

Gehen wir zu den Produkt<)n 

iiber, die einem bestinimten x entspreehen. Unt^r diesen sind i6 gerade 
Functionen, davon 6 Produkte ungerader Theta. Die letzteren bilden 
wieder eine gescldossene azygetische Reihe. Ausserdem sind von den i6 
l\j^ nur 2^"^ ^=4 linear-unabhängig. Hiernach ist klar, dass zwischen ihnen 
genau dieselben Relationen bestehen wie zwischen den Quadraten der i6 
Thetafunctionen von zwei Variabeln. Sind speciell /*, , P^ , Pg , P^ vier 
der 1 6 Functionen, die eine nicht geschlossene azygetische Reihe bilden, 
so muss 

4 

(9) T{±p^J\) = o 

a= 1 

sein, wobei A diejenige Permutation bedeutet, die alle vier Functionen in 
Produkte gerader Theta iiberfiihrt. p^x bedeutet, wie friiher, den Werth 
von P^x för u = o. 

Nehmen \vir jetzt eine GöPEL^sche Grruppe zweiter Ordnung: (o,x, A,;fA), 
und bilden die Produkte 

Ks existieren drei solclie Produkte — nennen wir sie Q^ , Q.^ , Q.^ — , die 
aus lauter geraden Faktoren bestehen, und ein Produkt ungerader Fak- 
toren, Q^^.^. Die Werthe der drei ersteren tur u =^- o bezeichnen wir mit 

So gehört zu jeder (TÖPEr/schen Clruppe zweiter Ordnung ein System 
von drei Constanten. Diese sind jedesmal durch eine (.xleichung 

(i o) Z (± gj - o 

verbunden, welche cntspricht der Oleichung 



s 

I 

a-1 



T(±pl}=o 
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fiir p -— 2^ und der (Tleichunj^ 

fiir p =^ i, Die Formel ist leicht zu bewéisen, wenn man die Produkte 
Q,j, aiiflöst in I\ I^^^ . 1\ , 1\ , 1\ sind dann drei Produkte gerader Theto, 
und sie verlialten sieh azygetisch; man känn noch ein viertes Produkt 
gerader Theta P^ hinzufiigen, sodass 1\ , J\ , 1\ , I\ eine niclit geschlos- 
sene azygetische Peihe bilden. Alsdann bestelit die Gleichung: 

4 
a= 1 

und aus ilir folgt: 

4 

r (± 2;,Pa) = o. 



Nun känn Q^ niclit aus lauter geraden Faktoren bestehen; l\x verschwindet 
demnacli fiir « =^ o, und wir erhalten: 

8 

^ (± PaVu^ -^ O, 
a--\ 

eder: 



3 

I 

a-1 



r (+ qa) = o. 



Die Anfangsglieder u^ der ungeraden Theta sind homogene lineare 
Functionen von drei unabhänffioren Verand erlichen und es muss deslialb 
zwischen je vier dieser Grössen u^ eine lineare Gleichung bestehen. Tn 
einfacher Form lassen sich diese linearen Gleichungen nur dann darstellen, 
wenn die vier entsprechenden Functionen eine azygetische Reihe bilden. 
Aber diese speciellen linearen Relationen, die man azygetische nennen könnte, 
geniigen voUstiindig, um sämmtliche 28 u^ durch drei un ter ihnen aus- 
zudriicken. 

Nehmen wir demnach irgend vier ungerade Theta an: f^i, f^^y ^.iy ^4^ 
die sich gegenseitig azygetisdi verlialten. Wir können dann diese Peihe 
durch Hinzufiigung dreier neuen ungeraden Functionen: Ö^, W^, Ö7 zu 
einer Hauptreihe ergänzen. 
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Stellen wir (lie Ausariicko aiif 

^a56^o57' (a -1,2, 3, 4) 

Dies sind Prodiiktc p^erader Thetii, gehörig yau rermiitation x = 67. Ks 
besteht also zwisclien ilinen die Gleicliung: 

4 

^ [i. ^«5fi^aö7 ^a56^«57J ^^ ^) 
u—l 

welche dureli die Perniutation 56 iibergefuhrt wird in: 



4 

i 



^ (± ^tf5C^a57 ^a ^aei) ^^ O, 



lind liieraus folgt, wenn wir uns aiif die Anfangsglieder beschränken 



4 

i 



^, \i ^«5G^a57^a67^^«j ^' 



Die Gleichung liat die Form: 



(U) ^i±Ca,C,xC,,^K)^0, 



4 

r 



wo x,A und x^ die Permutationen 56,57,67 bedeuten, die gleiehzeitig 
alle vier ungeraden Functionen Öj , W^ , (i^ und Ö^ in gerade uberfiihren. 
Es sind dies niclit die einzigen Permutationen welche diese Eigenscliaft 
haben; es gehört dazu auch noeh die Permutation 1234. Wir miissen 
daher sägen: ZAvischen den Anfangsgliedern von vier ungeraden Theta, 
die sich zu einander azygetisch verhalten, besteht die Gleichung (11), in 
der x,A und xk die drei von 1234 verschiedenen Permutationen bedeuten, 
die W, , #2 , f?3 und H^ in gerade Functionen iiberfiihren. 

Allés dies sind Tdentitäten. Es giebt aber, schon fiir /> = 3, Systeme 
von nicht-identischen Gleichungen, die auf der Uiem ann 'schen Theorie 
beruhn und doch in sehr enger Beziehung zu den hier entwickelten Tden- 
titäten stehn. 

lietmchten wir einen Augenblick die AiiKi/schen Functionen von p 
Variabeln in der HiKMANN'schen Theorie. Sie werden ausgedriickt als ra- 
tionale symmetrische Functionen von p Werthepaaren 
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dio alle derselben (lleiclumn; G{x ^y) = o vom Itange öder öeschleclite p 
jn^cniifi^bn; ilire Klasse ist identisch mit der Gresaniratheit dieser rationalon 
Funotioneii. Dio Variabeln uud dainit aiieh die Anfangsi^lieder u,, der 
unii^eraden ^riieta werden, i^loichfalls syinmotriscli, ausii^edruckt diindi Tiite- 
i^ralo orster (lattiinjuf, und zwar in der Form: 



^•w v v 



Wa — ^f TWjy)(fx, 



v -I 

Offenbar miissen die If^ denselben linearen (xleieliungcn f]renu<j^cn wie die 
?/«, ausserdem aber einer Anzahl nicht-lineaier (Ueicluinc^en, da sie ali^(^- 
l)raische Functionen einer Variabeln sind. 
Setzt man speeieller: 






indem man beide Grenzen als variabel ansieht, so gelien die ABEL'schen 
Functionen iiber in rationale Functionen von [x , y) und {x\ y'), die jt^c- 
raden in symmetrische, die ungeraden in alternirende. Der Quotient zweier 
unjj^eraden Tlieta aber wird ein Produkt zweier Faktoren, von denen der 
eine nur von [x^y) abhiiD<i^t, der andere dieselbe Function von {x\y') ist. 
Die Faktoren bestimmen sich, indem man beide Piinkte zusammen fallen 
liisst; man findet leielit: 



Daraus geht hervor, dass man im Geltungsbereich der KiKMANN^schen 
Theorie — die aber, wenn p > 3 ist, nicht die allgemeinen ÅBET/sclien 
Functionen umfasst — den Thetarelationen geniigen känn, indem man fiir 
jedes ungerade Tlieta setzt: 



oder, wenn wir die //,, mit u^ und u'^ bezeielmen: 

Zwis(*hen di(\s(ni u,, b('st<*h<^n dioselben linoanMi l{(^lation(»n wio zwisohen 
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den Anfangsgliedern der unf^eraden Tlieta. J)ie Aufgabe ist jetzt, die 
nicht-linearen horaogenen Grieichungen zwisehen den w„ zu finden. 

Fiir /> = 3 existirt im Wesentlichen nur eine solche öleichung, die 
vom vierten Grrade ist. Wenn wir sie in einer grossen Anzahl verseliie- 
dener Formen aufstellen, so niiissen aus einer alle iibrigen folgen, indem 
man die linearen Gleicliungen zwisehen den w,, und den c^ zu Hiilfe nimmt. 

Wir stiitzen uns auf einen bekannten algebraisehen Satz. Sind rTj, 
^2 > . . . , x^^ lineare homogene Functionen von n Veriinderlichen, welehe 
identisch einer (xleichuns: 



3n 



ttss^l 



geniigen, und ist 



«-f 1 



a=l 



die Gleiehung, durcli die x^ , x^ , . . , , x„^^ verbunden sind, so ist noth- 
wendig: 



u=l 



l/« / 



Ist femer 

die (Tleichung, welehe x^ ^ x,^ y . . . , x^ und rr„^2 verbindet, so ist auch 



i m = °- 



«.i ' 9 



Diesen Satz können wir anwenden auf die Eelationen zwisehen den Pro- 
dukten Pa= ^a^ax' ^^ giebt sechs P^, die Produkte ungerader Theta 
sind; nennen wir sie P^ , P^ j • • • > ^c- Durch die Permutation 56 werden 
die ersten vier in Produkte gerader Theta iibergefiihrt. Es besteht also 

die öleichung 

4 



a»l 



Den Grieichungen wird geniigt, wenn wir W« durch y/i/^ ySi^ , also P^ durch 
\l\ya\J\y'a ersetzen, wo 



w, = u^u,,. 



tJber die Moduln der Thetafunctionen. 257 

ist, und Wa dieselbe Function von rr', xf bedeutet. Dies giebt: 

4 
^, ± i>«56 n/Wö v/Wa) = O. 

Hieraus folgt, dass dic vier (jrössoD ywj , y/xv^ , v^w^ , y w* durch zwei li- 
neare Gleichungen verbunden sind, und dass, Avenn wir 

s 

a — 1 

setzen^ nothwendig 

— ) = o. 



a-1 \ 



Pa5B/ 



sein muss. 

AVir sind offenbar berechtij^ft, in dieser Gleichung die Combination 56 
auch durch 45 öder 46 zu ersetzen. Somit haben wir drei Gleichungen, 
die mehr als ausreichen, um die Verhältnisse von A] , A] und A] zu be- 
stimnien. Sie werden erfiillt, wenn man Al proportional 

Pai^PaAcPaiC («-=1.2,8) 

annimmt; ^ denn es besteht die Gleiehung: 



3 

i 



^(±Pa45P«46)^0, 



die zur Kategorie der Formeln S(+ (/«) ^= o gehört. Wir erhalten demnach: 



8 

r 

a-l 



(12) ^, (± yJPaAiPaiS Vait wj = O. 



* Eigentlich folgt aus unsern Formeln 11 ur, dass diese Produkte proportional ± Aa 

sind. Dass Aa = + PaiipaicPaie gesetzt werden darf, ergiebt sich daraus, dass die Vor- 

zeichen in der Gleiehung 

3 

E ( ± 2>ai& VaAo) = o 

iibereinstimmen mit den drei orsten Vorzeichen der Gleiehung 

4 

E ( ± jf>«66 Pu) = O, 
a=l 

was leicht zu beweisen ist. 

Äeia mathmuUiea, 27. Imprimé le 10 Janvior VMi. 33 
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Vergleichen wir dies mit Formel (7). Wir sehen dann, dass die Rela- 
tionen zwischen den seclis Wurzelfunetionen 



genau dieselben sind wie die, welclie fiir p = 2 zwischen den Anfangs- 
gliedern der ungeraden Theta bestehen, nur dass an die Stelle der c^ die 
Quadratwurzeln 

treten. Aber diese Grössen y/p'^ sind aucli ihrerseits durch diesell>en (Tleieh- 
ungen verbunden, wie die 10 Grössen c^ im Falle /? =^ 2. 

Da die n^ lineare Functionen von drei ^'ariabeln sind, so haben wir 
hier, in verschiedenen irrationalen Formen, die Gleichung ciner Curvc 
vierten Grades. Die Anzahl der verschiedenen Formen beträgt 63 . 20, 
als CoeflFicienten treten auf die Werthe, welche die geraden Theta und 
die Ableitungen der iingeraden fiir w =^ o anuehmen. 



§ 4. 

Fiir die ABEi/schen Functionen von vier Variabeln besteht unsre 
Aufgabe vorläufig nur darin, diejenigon Gleichungssysteme aufzustellen, die 
den fiir p = i gefundenen genau analog sind. 

Die Relationen zwischen den Quadraten der Theta iibergehen wir und 
gehen bald zu den Produkten 

Pa = ^a f^ax 

iiber. Halten wir x fest; dann existiren 64 solche Produkte, welche ge- 
rade Functionen sind, und von diesen sind nur 2^*"^ = 8 linear unabhängig. 
Hieraus allein folgt schon, dass zwischen den P« genau dieselben Rela- 
tionen bestehen, wie zwischen den Quadraten der Thetafunctionen von drei 
Variabeln. Speciell gilt also der Satz: 

Zwischen je sechs Functionen I\ die cine geschlossene azygetischo 
Reihe bilden, besteht die Gleichung 

(13) T{+]K>.PJ= o, 

a- 1 
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wo A diejonige Permutation bedeutet, die alle 6 Functionen in Produkte 
gcrader Theta iiberfiihrt. 

Die Beziehungen zwischen den 136 Constanten c lassen sich in fol- 
gender Weise zusammenf assen. Wir nehmen eine GöPEr/sche Gruppe 
(o,;f,A,;rA) und denken uns die Produkte gebildet: 

Es giebt 16 solche Produkte, die lauter gleichartige Faktoren enthalten, 
davon 10 Produkte gerader Theta. J)ie Werthe, welehe diese letzteren 
annehmen fiir w = o, bezeichnen wir mit y,^. 

A US diesen 10 Grössen g^ lassen sich auf 15 verschiedene Arten vier 
auswählen, die eine azygetische Reihe bilden; diese vier sind jedesmal durch 
eine Gleichung 

(14) Z(+(7j = o 

verbunden. Es ist dies dasselbe Gleichungssystem wclches besteht zwischen 
den 10 Grössen pl fiir ^ = 3, und den c* fiir p = 2. 

Der Beweis ist leicht zu fiihren. Sei (7i , (/g , ?, , (/^ eine der 1 5 azy- 
getLschen Keihen. Wir können 

setzen. F^ ^ P^ , P^ ^ P^ sind dann Produkte gerader Theta, die e])enfalls 
eine azygetische E^ihe bilden. Ergänzen wir diese zu einer geschlossenen 
durch Hinzufiigung zweier Glieder P5 , Pg, die auch Produkte gerader Theta 
sein sollen. Dann besteht die Gleichung: 



z;(+^„/>j = o, 



a-l 



und daraus folgt: 



6 

I 

a = l 



T(±p^P,j) = 0. 



Dies giebt fiir u = o 



4 

i 



5^, (± PaPax) = O, 
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oder: 

4 

^, (± 9a) = o; 



A^l 



denn ^5 und Q^ können nicht Produkte von 4 geraden Theta sein. 

Von jetzt ab machen wir die Voraussetzung, dass es sich nicht um 
die allgemeinen ABEi/schen Functionen von vier V^ariabeln handle, sondem 
ura die, welche der Hieman Nischen Theorie entsprechen. Wir können 
dann, genau wie im Falle /> = 3, sägen: Es muss möglich sein, den sämmt- 
lichen Thetarelationen zu goniigen, indem man fiir jedes ungerade Theta 
den Ausdruck 

substituirt. Dabei bedeuten die u,, lineare Functionen von vier Variabeln, 
die, was ihre Coefficienten anbetrifft, iibereinstimmen mit den Anfangs- 
gliedern der entsprechenden Theta. Aber die Variabeln sind nicht un- 
abhängig, sondern proportional algebraischen Fimctionen einer Vcränder- 
lichen a;, sodass zwei verschiedene homogene aber nicht lineare (xleichungen 
zwischen den w„ bestehn. Die w« sind dieselben Functionen von einer 
zweiten Variabeln x' , 

An die Stelle von P,^ tritt, wenn 1\ das Produkt zweier ungeraden 
Theta ist: 



wo 



T* a •*'tt ^ax 



ist. Nun nehmen wir an, wir hatten eine sechsgliedrige geschlossene azy- 
getische Reihe von Produkten ungerader Theta: 

P P P 

A sei diejenige Permutation, die alle sechs örössen in Produkte gerader 
Theta verwandelt. Aus der öleichung 

6 
^i±PaxPa) = 

folgt dann: 

6 

2: (± PaX V/^ \l^a) = O. 
a= 1 
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Da die w^ von einer andern Variabeln abhängen, als die w^, so mussen 
wir hieraus schliessen, dass je vier der sechs Grössen yjv^ durch eine li- 
neare öleichung verbunden sind. Setzen wir demnach an: 

4 
a- 1 

SO folgt aus dem algebraischon Hiilfssatz den wir ini vorigcn Paragrapli 
aufgestellt haben, dass die (koefficienten A^ die Bedingung erfiillen mussen 



* ' A' 



= O. 

A/ 



Wenn ferner B^ , B^ , B^ ^ B^ die Coefficienten derjenigen Cfleichung sind, 
die zwischen y/^ , ^/w, , yjw^ und ^w^ bestelit, so muss 






= o 



sein. 

Die 64 Grössen F^ verhalten sich so, wio die Thetafunctionen von drei 
Argumenten. Denken wir uns nur 1\ ^ F^ ^ F^ , F^ gegeben, so können 
wir diese Reihe durch Hinzufiigung von drei neuon Produkten ungerader 
Theta: F^ , F^ und P^, zu einer Hauptreihe ergänzen. Verstehen wir dann 
iinter P^ die Function P^, so ist Å = vp diejenige Permutation, die alle 
sechs Functionen F^, F^, . . ^ , P^ in Produkte gerader Theta iiberf iihrt. 
Ebenso können wir aber P^ und P^ fiir P5 nehmen. Zur Bestimmung der 
Coefificienten in der Relation 

haben wir demnach die drei Gloichungen: 



Al 



^[^t- 



(k'Hv,/tp,vp) 



Ét-l 



Diese Gleichungon werden erfiillt, indem man 

^a tra^lranpirtufp 



* In Bezag anf die Vorzeichen gilt hier dasselbe wie in der entsprechenden Be- 
trachtong fiir p = ^. 
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setzt; dcnn die Formel 

4 

a — I 

iifchcirt in dio Katc^^orio der Gleiclmngeii 

Die Gleichuiig zwischen den vier Wurzelgrössen laiitet deninach 

4 
(15) ^, ( + y/Pafiv Va,upPavp^'a) = ^' 



Es sind dabei fi\^ ^ np und vp diejenigen drei von 1234 verschiedenen Per- 
mutationen, die gleichzeitig Pj , I\ , 1\ und P^ in Produkte gerader Theta 
iiberfiihren. Vergleicht man dies mit der Formel (11) im vorigen Para- 
graphen, so sieht man: 

Zwischen den 28 Wurzelgrössen y^w^ =-= sjvaVaxy ^^^ ^^^ einer hsilben 
l^eriode x gehören, bestx^hn genau dieselben linearen Relationen, wie zwischen 
den Anfangsgliedern der 28 ungeraden Thetafunctionen von drei V"ari- 
al)eln ; allerdings mit der Modification, dass an Stelle von c^ iil)erall yjj^,, zu 
setzen ist. 

Die Frage ist jetzt: Sind die 36 Grössen ^^^^ auch genau durch die- 
selben (Tleichungen verbunden, wie die c^ fiir p = 7,? Dass dies der Fall 
ist, geht ebenfalls aus unsern Betrachtungen hervor. 

Donken wir uns eine Hauptreihe gewählt: 

P P P 

und bezeichnen mit A die Coefficienten der Gleichung, die zwischen y/^, 
y/w, , \/w~ und y/^ besteht, mit B die der Gleichung, die besteht zwischen 
den drei ersten örössen und y^wg. Diese Coefficienten sind uns bekannt: 



Aa= ± )JVa56Pa57PaB7y (a=l, 3.8,4) 



Nun ist aber: 
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denii 67 ist diejeninre Permutation, welehe die geschlossene Keihe 

P P P P 

in Produkte jjfomder Thetii iiborfuhrt. Daher folgt: 



3 

i 



^, (+ sIVai^PaAllfahfi /'aS?) — O- 



Wenn man hier die Grössen ^p durcli c ersetzt, so bekommt man eine 

der Relationen 5!^(± (/«) — o, die fiir p = 3 bestehen. Dass hier die q^ zu 
der speciellen syzygetischen (jriippe (0,45,67,4567) gehören, ist un- 
wesentlieh; denn man känn f ur /> — 3 die Hauptreilie ^1 , Öj , . . . , #7 so 
wählen, dass W4 in W5, und ebenso tf^ in 87 durch vorgeschriebene Per- 
mutationen A , fl ubergehn, vorausgesetzt nur, dass Å , /i sich syzygetiscli 
verlialten. Demnach können wir sägen dass fiir /> = 4 im Riem ann 'schen 
Falle zwisehen den Grössen y'^> genau dieselben Relationen bestelien, wie 
im Fallo p ^^- i zwisehen den c. 

Jj()sen wir jetzt die Produkte p,, auf in c^c^^^ so haben wir folgenden 
Satz : 

Wenn G irgend eine GöPEr/sche Gruppe dritter Ordnung ist, so 
existiren drei zugehörige Produkte 



i?„ = n(#„) 



(a=l,3 8) 



(erstreckt iiber die 8 Elemente x von ö), die lauter gerade Faktoren ent- 
halten, und somit drei Constanten r, , i\ , Tg, die Werthe der B^ fiir w = o. 
Diese drei Constanten sind stets durch eine Gleichung 

(16) v/^±v/^± v^^; = o 

verbunden. 

Wir haben demnach ein Sj^stem von so vielen (xleichungen, als ver- 
schiedeno GöPKi/sche Gruppen dritter Ordnung existiren, d. h. 

(4' — i)(4' — 0(4' — O = 240975. 

Sie sind nicht erfiillt bei willkiirlichen Werthen der 10 Periodicitätsmoduln, 
stellen aber nur eine Beziehung zwisehen ihnen dar, sodass eine einzige 
solche (Ueichung mit Nothw(^ndigkeit alle iibrigen naoli sich zieht. 
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Diese Glleichung 

3 

i;. (+ yjVJ) = O 



al 

entsprieht don (ileichunjjeii 

T(±q,) = o fiir /) = 3, 



s 



a=l 
3 



T{+pl)-=o fiir p=2, 






^ {± c\) = o fiir /> = I. 



a=l 



Wir wollen die vier Gleichungen zusammenf assen. Bezeiclinen wir die 
vierten Potenzen der Moduln durchweg mit 6\. Es sei jetzt, bei belie- 
bigem p, eine GöPEr/sche Gruppe von der Ordniing p — i gegeben. 
Wenn wir uns dann die Produkte gebildet denken 

n {fij 

X 

erstreckt iiber die 2^~~^ Elemente von G, so giebt es darunter genau drei, 
die aus lauter geraden Faktoren bestehn. Diesen entsprechen drei Con- 
stanten : 

und zwischen diesen drei Constanten besteht, fiir p = i, p = 2, P = 3j 
und fiir /> = 4 im Kiem ann 'schen Falle, die Gleichung: 

i (± -^te) = o. 

Wir haben gesehen, dass zwischen den 28 Wurzelfunctionen y/w^, die 
zu einem bestiramten x gehören, genau dieselben Belationen bestehen, wie 
zwischen den Anfangsgliedern der 28 ungeraden Thetafunctionen von drei 
Variabeln, mit dem Unterschicd, dass an die Stelle von c^ iiberall y/Jj^ 
tritt. Aber diese 36 Grössen yJjPa geniigen ebenfalls genau denselben Gleich- 
ungen wie die c^. 

Nun hatten wir fiir p = 3 ein Syst^em nicht linearer (illeichungen auf- 

gestellt, reprilsentirt durch die Formel 

3 

a= I 
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Dies sind 20 . 63 GUeichungen, da wir einerseits die Indices i , 2 , . . . , 6 
beliebig vertauschen können, andrerseits x eine beliebige von 63 Permnta- 
tionen bedeutet. Aber alle diesen Formeln stellen, wenn wir uns die li- 
nearen Beziehungen zwischen den u^ gegeben denken, im Wesentlichen 
nur eine hinzutretende neue Beziehung dar; eine einzige zieht alle iibrigen 
mit Nothwendigkeit nach sich. 

Stellen wir nun die entsprechende Formel auf f iir /> = 4 . Wir wählen 
eine Permutation A, die zu x syzygetisch ist, und setzen 

Q a = Pa PaX = ^a ^ax ^aX ^axX • 



Entsprechend : 



^a = Wa y^aX = ^a Kx ^aX KxX 



Zur Gruppe {o ^ x, Xy xX) gehören 1 6 Produkte gleichartiger Theta, 
wovon 6 lauter ungerade, 10 lauter gerade Theta enthalten. Die 6 ersteren 
mogen durch öi , ft , . . . , öe bezeichnet werden. Wenn wir dann die öleich- 
ung auf stellen: 



(17) ^, (± y/iciifi 2a« qa6B «a) = O 



8 

r 

a=l 



und damit zugleich alle die ins Auge fassen, die aus ihr entstehen ein mal 
durch Vertauschung der Indices i , 2 , . . . , 6, zweitens dadurch, dass wir 
zwar X festhalten, aber A variiren, dann können wir sägen, dass eine dieser 
Gleichungen alle iibrigen nach sich zieht. Da nun der Ausdruck links 
vöUig symmetrisch von x und A abhängt, so muss fur die Variation von 
X dasselbe gelten. Wenn wir demnach das öleichungssystem (17) gelten 
lassen fiir jede GöPELsche Gruppe (o, ar , A, ;rA), so tritt damit zu den 
beiden Gleichungen zwischen den Variabeln w , m', m", m'", die durch die 
Kelationen zwischen den Wurzelfunctionen definirt werden, nur eine neue 
Gleichung hinzu. AUerdings sind die m« dann nicht mehr lineare Func- 
tionen von vier unabhängigen Grössen, und auch nicht mehr algebraische 
Functionen einer Veränderlichen, sondern Constanten. Wir haben damit 
auch jedem ungeraden Theta eine bestimmte Constante, ti«, zugeordnet. 

Ada mathemtUiea. 27. Imprimé le 10 jaiivicr 1903. 34 
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Bezeichnen wir diese constanten örössen der Gleichmäsäigkeit wegen 
ebenfalls mit c^, so uimmt die Gleichung (17) die Form an: 

8 

^, (+ sjqa ?a4ö ?a46 ^aSc) = O- 
a = I 

Da jedes q ein Produkt von vier (xrössen c ist, so haben wir hier eine 
llelation von der Gestalt 

Die drei s sind Produkte von je 16 Faktoren, die zu einer iind der- 
selben Gruppe mit der Basis 

(x, ^, 45 , 46) 

gehören. Diese Gruppe ist nicht rein syzygetiseh, da die Permutationen 
45 , 46 sich azygetiseh verhalten. 

Die Anzahl dieser Gleichungen beträgt: 

(4'— 0(4'— i).20 =- 321300. 



§.5. 

Ehe wir zur Auflösung der Modulgleichungen iibergehen, wollen wir 
einen Satz aufstellen, aus dem sich die Möglichkeit einer vereinfachenden 
Transformation ergiebt. 

Wenn wir irgend eine der Thetafunctionen ins Auge fassen, so lassen 
sich die Permutationen scheiden in solche, die den Charakter der Func- 
tion ändern, und solche, die ihn nicht ändern; von den ersteren sägen 
wir, dass sie kritisch sind fiir das betreflEende Theta. Hiernach giebt es 
fiir jede ungerade Thetafunction von /> Argumenten 



\ (4" + 2"), 



fiir jede gerade 



[ (4'' - 2") 



kritische Permutationen. 
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Es sei nun G eine beliebige öruppe. Wir bilden das Produkt 

erstreckt ii ber alle Elemente von G, Durch eine Permutation w geht P« 
iiber in 

X 

Wenn cd sich syzygetisch verhält zur ganzen Gruppe (?, so ist o) kritisch 
fiir alle Faktoren von P« öder fiir keinen. Denn der Quotient 






= H> 



ist dann eine gerade Function; wenn also B^ und é^^cu entgegengesetzten 
Charakter haben, so muss von d^^ und 0^^,^ dasselbe gelten. 

AVenn sich aber m nicht zu allén Elementen von G syzygetisch verhält, 
so ist ö> kritisch genau fiir die Hiilfte der Faktoren von P^. Denn an- 
genommen, X sei ein Element von (?, das sich zu io azygetisch verhält. 
Alsdann ist der Quotient (p eine ungerade Function. Daraus folgt, dass 
io kritisch ist fiir einen der beiden Faktoren B^ > Ö«x , f iii' den andern nicht, 
und dasselbe gilt offenbar fiir je zwei Faktoren von P^, die durch die 
Permutation x in einander iibergefiihrt werden. 

Davon machen wir folgende Anwendung. Es sei ein System von \^ 
Grössen C gegeben, die den einzelnen Thetafunctionen zugeordnet sind. 
Mit diesen setzen wir in Verbindung ein zweites System von 4^ — i 
Grössen e, die den einzelnen Permutationen entsprechen, und einen Faktor 
r, indem wir setzen 

/* 

Das Produkt soU erstreckt werden iiber alle Permutationen /£, die fur S^ 
kritisch sind. Wir haben so ein System von \^ Gleichungen; die Faktoren 
e sind nicht rational durch die O bestimmt. Wenn wir uns aber nicht 
nur die C, sondern auch die Werthe ihrer Logarithmen gegeben denken, 
so können wir das Gleichungssystem durch ein lineares zwischen den Lo- 
garithmen ersetzen und auf diese Weise die e eindeutig bestimmen. 
Bilden wir jetzt das Produkt 

^«. ^ n (c'„,,) 
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erstreckt iiber die Elemente x einer Ghnippe n**' Ordnung, und denken uns 
fur jedes C^^ seinen Ausdruck eingesetzt. n^ wird dann zunächst den 
Faktor r in der 2 "ten Potenz enthalten. Wenn femer /£ eine Permutation 
ist, die nicht zur ganzen Gruppe syzygetisch ist, so ist /i genau fiir die 
Hälfte der 2" Functionen 8^^ kritisch; infolge dessen wird der Faktor e^ 
2""* mal in n^ vorkommen. Ist endlich fx syzygetisch fiir die ganze Gruppe, 
so ist [X kritisch fiir alle Functionen 8^,^ öder fiir keine: im ersten Fall 
kommt e^ vor in der Potenz 2", im zweiten gar nicht. Das Resultat ist 
demnach : 

r» = An{e,)r\n{e;)f , 

wo das eine Produkt sich erstreckt iiber alle Permutationen v, die nicht 

zur ganzen Gruppe syzygetisch sind, das andre iiber die Permutationen /£, 

die zu allén 2" Functionen ff^^ kritisch sind. 

Indem wir 

ry]li(e) = B. 

setzen, können wir das Resultat so darstellen: 

Der Faktor B hängt zwar ab von der Wahl der Gruppe, aber nicht 
von dem speciellen Index m\ er fällt also fort bei homogenen Relationen 
zwischen den r^, die zu derselben Gruppe gehört. Das Produkt n{e^ 
enthält um so weniger Faktoren, je grösser die Ordnung der Gruppe ist. 

Damit ist zugleich die Auflösung des Gleichungssystems gewonnen. 
Es sei e^ irgend einer der Faktoren e. Wir wählen zunächst zwei Func- 
tionen 8^, 8^ in der Weise, dass fi kritisch ist fiir ö«, nicht kritisch fiir 
8n' Dann bilden wir die Produkter 

erstreckt iiber die Gruppe derjenigen Permutationen x, die zu fi syzygetisch 
sind. Diese Gruppe ist von der Ordnung 2/> — i . Kritisch fiir sämmt- 
liche Functionen 8^^ öder sämmtliche 8„x känn nur eine Permutation sein, 
die zur ganzen Gruppe syzygetisch ist, also nur /i; nun ist /i kritisch fur 
ö^, aber nicht fiir ö„; folglich erhalten wir: 

oJ/a— 1 a*/»"»/ — 
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oder: 



^/i 






§ 6. 

Wir woUen die elliptischen Functionen nicht iibergehen. Unter Cj, 
^1 i ^» verstehen wir wie friiher die Anfangswerthe der geraden Theta; der 
ungeraden Function ordnen wir gleichfalls eine Constante c zu, die will- 
kiirlich gewählt sein känn. Die Faktoren e^ definiren wir dann durch die 
Gleichungen : 



c f^ij 6|8 63g . 



In der letzten Formel kommen drei Faktoren e vor, weil f iir das ungerade 
Theta alle drei Permutationen kritisch sind. 

Die Gleichung c\ +c\ +c\ =0 geht dadurch uber in 

^23 TT 631 TT 6j2 = O. 

Dios zeigt, dass man fiir die e^, substituiren känn die Differenzen dreier 

Werthe ^i , ^j , ^3 : 

e,2 = + (^i — e,), etc. 

^1 ) ^1 > ^8 selbst diirfen als unabhängige Werthe angesehen werden. 

Sondert man von den Thetafunctionen die Constanten c ab, indem man 

Ö« = Ca.<^a, 8 = c. a 

setzt, so nehmen die Eelationen zwischen den Quadraten der a die ein- 
fache Form an: 

K — e^)a\ + (^3 — ei)a\ + [e^ — e^)al = o, 

Schärfer treten diese Verhältnisse hervor im Falle p = 2. Zehn Con- 
stanten, die Anfangswerthe der geraden Theta, sind unraittelbar gegeben; 
den sechs ungeraden Functionen 6i, 82^ -- - ) ^g ordnen wir ebenfalls be- 
stimmte Constanten c^ , c, , . . . , Cg zu, und zwar sollen dies die Werthe der 
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linearen Anfangsglieder sein fiir irgend welche beliebig gewählte constante 
Werthe Uq , Uq der beiden Variabeln u , ti\ 

Wir haben dann ein System von i6 Constanten c; diese sind durch 
ein System von 20 Gleichungen verbunden, das repräsentirt wird diirch 

die Formel: 

3 

ascl 

Diesen 16 Constanten c stellen wir 15 Faktoren e^, gegeniiber, die den 
1 5 Permutationen 12, 13, ..., 56 entsprechen, indem wir allgemein setzen: 

wobei das Produkt zu erstrecken ist iiber die tur Ö,„ kritischen Permuta- 
tionen. Danacli ist z. B. 

Cl = T6.2Z ^24 • • • ^56 ) 
^128 ^^ ^466 ^^ ^'^12 ^13 ^28 ^45 ^46 ^66 • 

Dadurch verwandelt sich die Grleichung zwisclien den c in die viel oin- 
f achere : 

^28 jt. ^81 dt ^12 ^^^ ^« 

Denn 23 ist off enbär die einzige Permutation, welche fiir die vier Fak- 
toren des Produkts 

"\ "|45 "l4fi ^I5f. 

kritisch ist. 

Die Bedeutung der Relation zwischen den e^js ist ohne weiteros klar: 
sie sagt aus, dass die e^^ nichts andres sind als die 15 Differenzen von 
sechs Grössen ^i , eg , . . . , ^e • 

eafi = ±{ea — e^). 

Es ist bekannt dass sich auch hier die Thetarelationen sehr veroin- 
fachen, wenn man von den einzelnen Functionen die entsprechendan Fak- 
toren c absondert. Setzen wir allgemein 

Die öleichung zwischen vier ungeraden Theta: 

4 

a- I 
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geht iiber in 



5^(+cLc>a) = 



o-l 



oder: 



^28 ^24 ^84 ^1 i • • • i ^12 ^18 ^28 ^ O, 



da 23,24,34 und 56 die einzigen Perrautationen sind, die gleiehzeitig 
fur ö,58 und di kritisch sind. 

In ähnlicher Weise geht die Gleichung: 



8 

i 

a-l 

iiber in: 



^ ( i ^a4Ö ^a46 "«56 "aj " " O 



^28 ^l ^1Ö6 i ^81 ^2 ^286 X ^12 ^8 ^386 ^ ! 

denn kritisch fiir die vier Functionen 

ist nur die Permutation 23. 

Endlich geht die Gleichung zw i schen vier geraden und zwei ungeraden 
Functionen : 

^148 ^146 ^248 "246 ^245 ^246 "l48 "l4C ^^ i ^848 ^846 "ö "c 

iiber in: 

^248 ^246 ^148 ^146 ^^ i ^12 ^34 ^8 ^6 J 

wie ebenfalls ohne jede Rechnung zu erkennen ist. 

Fiir p = 3 tritt die Schwierigkeit ein, dass man zunächst im Zweifel 
ist, welclies System von Constanten man den ungeraden Tlieta zuordnen 
soll. Wir beschränken uns zunächst auf die E^lationen zwischen den An- 
fangswerthen der geraden Theta. 

Legen wir eine Haupti'eihe 

"i ) "2 > • • • ) "7 

der Bezeichnung zu Grunde. Wir miissen dann eigentlich die iibrigen 
Theta bezeichnen durch die Combinationen dritter, funfter und siebenter 
Ordnung der Zahlen i , 2 , . . . , 7. Statt dessen lassen wir die Thetafunc- 
tion, die eigentlich der Combination aller sieben Zahlen entspricht, ohne 
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Index und ersetzen jede Combination von höherer als der dritten Ordnun^ 
durch die complementäre. Es sind dann Öi , öj , . . . , Ö7 , ö^ . . . öe? ^i® 28 
ungeraden Functionen; die iibrigen: Ouf-^tei ^^^^ ö sind gerade. Die 
Indices der Theta können wir auch zur Bezeichnung der Permutationen 
verwenden; die Permutation m ist diejenige, welche in 0^ iiberfiihrt. 
Die Kelationen zwischen den 36 Grössen c sind gegeben durch den 
Satz: Zu jeder GöPEL*schen Gruppe {o^XjÅ^xk) gehören drei Produkte 

^a ^ax ^aX ^axX j 

die aus lauter geraden Faktoren bestehen; die Werthe dieser Produkte fiir 
u = o geniigen der Gleichung: 

2:(±!7«)=o. 

Nehmen wir speciell die Gruppe (o, 56, 7, 567). Die drei Constanten q 
sind hier: 

^14« ^146 ^285 ^286 j 
^Ui ^246 ^ 816^816 ) 
^846 ^846 ^128 ^126» 

Die Summe dieser Produkte ist also gleich o. Wir können der Gleichung 
eine einfachere Form geben, nämlich: 

i/217 -^147 i -^817 -^247 X -^127 -^847 ^^ ^j 

wenn wir die Bezeichnung: 

(■^afir ^aL?d ^ar9 ^M ^^ -^xXp, 

einf iihren ; a, /i,}-, å sollen hierbei irgend vier der Zahlen i , 2 , . . . , 7 be- 
deuten, x^X^fx die drei ubrigen. 

Die Gleichung zwischen den Grössen D sagt offenbar aus, dass sie 
sich als Determinanten darstellen lassen mässen. Wir können sieben Werth- 
S5'steme {A^^B^^C^ aufstellen, sodass allgemein: 





A 


B. 


C. 


^xXfi 


A 


B, 


C, 




A 


B, 


C. 
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ist. Damit wir es nur mit unabhänp^ifjen Grössen zu thun haben, sondern 
wir von jedem Worthsystem {A^ , Z?« , C^) einen Faktor /„ ab uud sclireiben 
demnach : 



J^xn — i.Kh n 



a, b, c. 



cfx h Ca 



% K ^a 



Wir stellen uns die Aufgabe, sämmtliche (xnissen c auszudriicken als Func- 
tionen der Werthsysteme (a , & , c), die wir als homojyene Coordinat^n von 
sieben Punkten der Ebene auffassen könncn 
Die Determinante 



+ 



«x 


K 


c. 


«A 


K 


Cx 


«/. 


K 


<^, 



bezeichnen wir mit f^xti^ sodass 

^a(ir ^a^d ^ayH ^fl-yd "= ^» 'a ' /* Ixhi 

ist. Wir stellen zuniichst eine (Tleicliung auf, bei der die Faktoren / eli- 
minirt sind : 

^145 ^14 6 ^<36 ^^3<l / t47 /837 

J4ft ^«4Ö ^'135 ^I8« /s47 /l87 

Berucksichtij^yt man, dass die Zalilen i , 2 , . . . , 7 beliebig unter einander 
vertausclit werden können, so ist damit ein Gleichunf]^ssy8tem ^egeben zur 
Bestimmunc: der Gnissen c. AUerdint^s sind die c dadureh allein noch 
nicht vöUig bestimmt. Wenn wir allgemein 

c^^ durch i\r^r^c^ 

ersetzen, wo ^'1 , ^2 , . . . , Vi l)eliebig gewählte Faktoren bedeuten, so bleiben 
die Gleiehungen bestehn. Dies ist aber die einzige Unbestimmtheit, welche 
iibrig bleibt. 

Die Lösung des Gleicliungssystems liegt nalie, wenn man die Indices 
der Grössen C und f beriicksichtigt, die auf beiden Seiten vorkommen. 
147 und 237 sind Permutationen, welche kritiseh sind fiir die Faktoren 
des Produkts 



"u5 "u6 "aa:» "23c • 
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Dasselbe känn man sägen von den Permutationen 14 und 23, aber von 
keiner andem. Daraus allein folgt, dass die Gleichungen erfiillt werden, 
wenn man setzt: 

das Produkt eretreckt iiber die fiir #,„ kritischen Permutationen /£, und 
dabei unter e^^ den Ausdruck f^zy versteht wenn [x eine dreigliedrige Com- 
bination afif ist, dagegen den Werth i, wenn fi ein zweigliedriger Index 
afi ist. Die Werthe der e mit eingliedrigem Index: ^1 , ^2, . . . , ^7, sind 
vorläufig willkiirlich. Darin ist die allgemeinc Lösung des (xleichungs- 
system enthalten, und es bleiben nur ^i , ^2 » • • , ^7 ^^ Functionen' der 
Werthsysteme a ^ b , c zu bestimmen . 
Wir können die Gleicliung 

aueh gelten lassen fiir den Anfangswerth c der Function ohne Index, da 
wir die Grössen e^^e^^ • • • , ^7 noch mit einem Faktor multipliciren können. 
Sie lautet fiir diesen Fall offenbar: 

Fassen wir jetzt allgemein die Gleichung 



8 

i 



5:(±yj = o 



ins Ange, die zu einer beliebigen Göpel schen Gruppe (o , ;f , A , ;fA) gehört, 
Die drei Grössen (7i , (7, , ?,, entsprechen drei Produkten gerader Theta: 
öi ) ^2 > Ö3 • Z^ derselben Gruppe gehört noch ein Produkt ungerader 
Theta: dieses ist Q^^^- Kritisch fiir die Faktoren von Q^ sind nur die- 
jenigen Per mutationen, die Q^ in (^j^g, öder, was dasselbe ist, die Q^ in 
Q^ iiberfiihren. Die Gleichung erhält demnach durch Einfiihrung der Fak- 
toren e die Gestalt: 

wo A y B , C Produkte von je vier Grössen e sind. Eine Vereinfachung 
tritt insofern ein, als ein Theil der Faktoren e den Werth i hat. 
Nehmen wir jet/t die specielle Gruppe: 

(o, 45, 67, 123). 
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Dio zugehörijjfcn J^rodukte jijerader Theta sind: 

^a46 ^aö6 ^ail ^abl • (« - 1 , 2, 3) 

Die Permutationen die das zweite Produkt in das dritte iiberfahren öind: 

23 , 2345 = 167, 2367 = 145 , I. 

Da éJjg — I ist, 80 erlialten wir: 

3 

^ (+ ^afaKhfa^l) = O. 
a»! 

Nelimen wir femer die Gruppe: 

(o, 127, 347 , 567), 

öder : 

(o, 3456, 1256, 1234). 

Die droi Functioncn Q sind: 

"l86"l46"8-G^84ö> 

é^ Q (^ f^ 

^28«^246^186 ^146) 

f^ Q Q Q 

rf ^127^347^607' 

Daniit sind auch oline weiteres die Permutationen gegeben, welche die drei 
Produkte in einander uborfiihren. Wenn wir beriieksiehtigen, dass^^^, e^j^ 
und e^^ gleich i sind, so können wir die Formel hinschreiben : 

— 'l8ö'14C'286'24« ~ ' 286 ' 246 ' 1 86 ' 1 4« ^^^ ^7' 

oder: 

M36'146 '186'146 
'236'246 '286 '246 ' 

Diese Gleichung definirt die Faktoren (?j , c^, . . . , ^, als Functionen der 
Wertlisysteme (flf, &,c); offenbar ist ö,, diejenige quadratische Determinante, 
welche verschwindet, wenn die sechs von (a) verschiedenen Punkte auf 
oinem Kegelsclinitt liegen. 

Damit sind jetzt die Grössen c und c^^^ dargestellt als Functionen 
unabhängiger Parameter. Abgesehen vom Faktor r, sind die vierten Po- 
tenzen der c ganze liomogene Functionen der sieben Werthsysteme a«, h^^c^. 



«, = ± 
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Ordneii wir jetzt auch jeder uncferaden Function 0^ eine CoDstante 
c„, zu, indeni wir dio Formel 

auch fiir diesen Fall crelten lassen. Wenn wir an Stelle der Tlieta. wieder 
ö'-Functionen einfiihren, indem wir setzen 

"m ^^ ^m ^m ) 

SO treten in den (j-Helationen nur die Faktoren f„^^y und e^ als Coefifieienten 
auf. AVir woUen uns aber darauf besehränkcn, dio Kelationon zwischen 
den Anfanö:sgliedern der ungeraden Sigma, und die zwischen den Wurzel- 
functionen aufzustellen. 

Zwischen den Anfangsgliedern von vier ungeraden ^Fheta hatten wir 
die Qleichung aufgestellt: 

4 

^ (i ^«66 ^abl ^a67 ^^a) ^^= O. 
a = l 

Voraussetzung w^ar dabei, dass ö, , #2 , Ö3 , Ö4 eine azygetische Keihe bilden, 
und dass Ö^ , 8^ ^ 8^ diese Reihe ergänzen. Wir setzen 

sodass jetzt v^ das Anfangsglied einer Sigmafunction ist. lim die ent- 
sprechende Gleichung zwischen v^ , v, , ^^3 , v^ in ihrer reducirton Form dar- 
zustellen, handelt es sich nur darum, die kritischen Permutationen der 
Produkte 

^1^166^167^167) ®^- 

festzustellen. Kritisch fiir das hingeschriebne Produkt sind nur diese: 

I , 23 , 24 , 34, 234 und 567. 
Da wir den Faktor e^^^ f ortlassen können, so erhalten wir als Coefficienten 



von Vy^ : 



^1 ^28 ^24 ^84 ^234- 



Entsprechende Werthe liaben die Coefficienten von t;^ , Vg , v^. Es bleibt 
nur noch die Bedeutung der einzelnen Indices festzustellen. 

23 , 24 und 34 sind die Permutationen die die drei Functionen #,, 
#3 , 8^ in einander iiberfiihren. i und 234 sind diejenigen, welche 8^ in 
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8 und in 8^^^ uberfiiliren. In welcher Boziehung stehen imd ö^,.. zu 
(ler Keilio #i , Ö, , ö^ , #4? Ks sind dies dio einzigen ijeraden Functiönen, 
die der Keihe liinzugefiigt werden können, oline dass sie ihren azygetischen 
Charakter verliert, und sie ergiinzon die lieihe zu einer geschlossenen. Dem- 
nach können wir sägen: 

Um die Relation zwisclien den Anfangsgliedem von vier ungeraden 
Sigmaf unctionen : ^a > ö;?» ^^j ^») ^^^ ^"^^ azygetisclie Keihe bilden, aufzu- 
stellen, ergänze man diese Iteihe zu einer geschlossenen durch Hinzufugung 
zweier geraden Functiönen ^^ , fXj^, Die gesuchte Relation lautet alsdann : 

^,Sr ^^o ^yr, ^ax ^uX '''</+••• + ^ufi ^ay ^,9)- ^/ix ^uk ^o = O. 

Es ist bei dieser Formel durchaus nicht nötliig, dass die vier Functiönen 
der Hauptreihe angehören. Wenn dies aber der Fall ist, so vereinfacht 
sie sich bedeutend. Die Faktoren e^^^.e^y, . , . yC^^ erhalten den Werth i. 
Ferner sind und 6^^^ die beiden Functiönen 8^ und 8^' Wir erhalten 
daher in diesem Falle: 

Diese Gleichung sagt folgendes aus: 

Durch eine lineare Transformation der Variabebi w , w' , u" känn man 
bewirken, dass 

^a^a = «a'W + K^' + C^W' («»1,2, ....7) 

wird. 

Nehmen wir statt 8^ , 8^ , 8^ , 8^ die folgende Reihe 

8,, 8,, 8, und 8,,, 

In diesem Falle sind 8^^^ und 8^^^ die beiden geraden Functiönen, durch 
welche die Reihe ergänzt werden känn. Deranach ergiebt sich: 

^6 ^7 ^46 ^^^ ~ '386 '287 '246 '346 ^1 ^ • • • X /jac /i j; /145 /340 ^3 • 

Aus diesen Formeln geht die Richtigkeit unsrer friiheren Behauptung 
deutlich hervor, dass die azygetischen Relationen zwischen den 28 Anfangs- 
gliedem ausreichen, um alle durch drei unter ihnen auszudrucken. 

Viel einfacher gestalten sich die Relationen zwischen den Wurzel- 
f unctionen. Wir hatten diese zunächst so dargestellt: Zu jedem x gehören 
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sechs Wurzelfunctionen ^^ = yJuaVax) .1^ ^^^^ unter ihnen sind durch eine 
Gleichung : 

verblinden, und die Coeffieienten haben die Werthe: 



wenn X ^ [x ^ v die Indices der drei iibiigen Wurzelfunctionen sind. 

Ersetzt man u^ durch c^v^, so tritt zu -^« noch der Faktor yJpa^^^CaC 
hinzu. Die Grleichung nimmt dann die Form an: 



v/^a Va Vax + >Jr^ V^ V^^ + y/vy Vy Vy^ = O, 

wo die r Produkte bedeuten aus je 8 Grössen c, gehörig zu der Griippe 
mit der Basis (;f , A/i , h). 

Jetzt ist es leicht, die Coeffieienten durch die Grössen e auszudriicken. 
Kritisch fiir die Faktoren von r« sind nur die Permutationen, die ö^ö^» 
in 8y8y^ iiberfiihren, also [iy und [i]fx. Daher ergiebt sich: 



^Pr ^fin s/VaVax i • • . ± ^<x^9 ^a,ix sjVy Vyx O- 

Speciell werden diese Itelationen zum Theil äusscrst einfach. Nohmen 
wir z. B. die drei Wurzelfunctionen 



die zu x= 1234 gehören. Hier sind alle Coeffieienten gleich + i. Denn 
es geht z. B. die zweite in die dritte iiber durch die Permutationen 23 

und 14; es ist aber ^23 =^i4 "= ^• 

Ahnlich sind in der Gleichung zwischen 



die Coeffieienten einfach: e^ , e^ und e^, Denn die zweite geht in die dritte 
il ber durch die Permutation i und 23. 
Zwischen 



besteht die Gleichung: 



/js? V^^u ±^317 \^,^,i ^^37 V^^s^aT =0. 



IJber die Moduln der Thetafunctionen. 



279 



Endlich: zwischen den Wurzelgrössen, dic x= 1234 .e;eliören 



V ^13^14 > VV„Vm > \i'^''o^\l 



könuciu wir die Helation aufstollen: 



Denn die zweite fjeht in die dritte uber durch die Permutationen 235 und 
145, die erste aber in die zweite durch die Permutationen 12 und 34; 
ea sind aber e^^ und e^^ gleich i. 

An die beiden letzten Formeln kniipft sich die Bemerkunjjf, dass man 
die Grössen y/»7 öder y]va selbst in älinliclier Weiso darstellen känn, wic 
die Consiant(>n c... Indem man 



v^v^ ,,.v^ 



éL 



yJVaV^Va^ = i^«,9, 



V VaV3 



^a,3 y 



yln l\ = Ha 

setzt, känn man die erste Gleiehung* so schreiben: 

f F + fF + f F =0 

'237 '^ 17 -i- '317 ^ 27 -^ M27 "^ 37 ^? 

die zweite aber in die beiden Formen sotzen: 



Il < — 



ö b i 



F F F F 

132 4 ^2 3^^14 

M8Ö '2 16 '230 'Mö 

^13^24 ^23^^14 

f f f f 

'135 '245 '235 '145 



Die erste (ileichunj? zeis^t, dass man: 



F 



n-i 



+ 



X y z 



(^a K Ca 



^;i h ^> 
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setzen kaiiii, wouach F,^^ auscfcdriickt ist als lineare Function von drei 
Grössen x^y^z. F,^ 5 = o ist die Bodingung, dass der Punkt x^y^z auf 
der (leradcn liegt, die durch (a) und [fi) hindurchgeht. 

Die zweite sagt aus, dass (t«^ diejenige quadratische Function von 
X ^y , z ist, welehe in allén sieben Punkten ausser (ot) und (^) verscliwindet. 
Die dritte endlich definirt 11^ als kubischo Function, die in allén sieben 
Punkten verscliwindet, und zwar im Punkte (a) von der zweiten Ordnung. 

X y y ^ z sind selbst durcli eine Grleichung sechsten Grades L = o ver- 
bunden. Diese känn man in sehr vielen Formen darstellen, z. B.: 

^a^ Fy3 G^.^ Ö^j — F^.^ F^ji G^ G.,,y = o. 

Dies ergiel)t sich unmittelbar, wonn man beriicksiclitigt, dass 

Fa^ _ VgVfi 

ist. Es ist leicht zu selien, dass diese verschiedenen Gleichungen auf die 
eine geometrische Bedingung hinaus kommen: Die Curve L = o ist der 
geometrische Ort der Doppelpunkte aller Curven dritten (irades, die durcli 
sieben feste Punkte hindurchgehn und einen Doppelpunkt besitzen. 

Fiir /> = 4 sind analoge Resultate nocli nicht bekannt, ausser in dem 
speciellen Falle, wo eins der c gleich o ist. 



§ 7. 

Wir versuchen jetzt auch bei den AnEL^schen Functionen von vier 
Variabeln die 136 Constanten c in Beziehung zu setzen mit emem Punkt- 
system der Geometrie. Den allgemeinen Fall, wo 10 unabhängige Para- 
meter vorhanden sind, mässen wir allerdings beiseite lassen; es handelt 
sich nur um den Kiem ann 'schen Specialfall, der durch die Gleichung 

charakterisirt ist. Wir gehen aber nicht von diesem Gleichungssystem aus, 
sondern von dem, das am Schluss von 4^ 4 aufgestellt war: 
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Zu jeder GörEr/sclien Gruppe zweiter Orduuug gehörten 20 solche 
(Tleichuiigen. Wenn man zunächst (lie Ueihe der Functionen Q aufstellt: 

die Produkte ungerader Theta sind, so sind 

die 10 Produkte gerader Theta, die zu der gegebenen Gruppe gehören. 
Jeder der 256 Functionen 8 entspricht cine bestimmte Constante c, jeder 
Function Q somit ein constanter Werth </, und die 20 Gleichungen, welclie 
zwischen den 16 Constanten 

bestehen, können dureh dié eine Formel 



^, {+ \^qa ga46 Qaid qaHs) " ^ 
« — 1 

repräsentirt werdcn. 

Da hier jedem Theta eine bestimmte Constante zugeordnet ist, so 
können wir nach der Methodo von s< 5 verfahren. Den vierten Potenzen 
der c^ — als den Grössen 6\„ — stellen wir ein System von Faktoron 
^/t gegeniiber, die den Permutationen entsprecheu und die mit den c ver- 
bunden sind durch die (jleichungen 

wo sieh das Produkt erstreckt iiber alle f iir 9,,^ kritischen Permutationen /i . 
Alsdann geht unsre Gleichung iiber in: 

E,±E,±E,=o, 

WO E^ wiedcrum ein Produkt 11 {e^^) bedeutet, aber nur eretreckt iiber die- 
jenigen Pormutationen /i, die fiir siimmtliche 16 Faktorcn des Ausdrucks 



Q a Va45 Vo46 V. 



a56 



kritisch sind. Eine solche Permutation muss Q,, in ein Produkt gerader 
Theta, ^,,43 , Q,^^^ und ^,,56 in Produkte ungerader l'heta iiberfiihren. Die 
einzigen Permutationen, welchc diese Eigensehaft haben, sind /iy und die 

Äeta nuUhåmatiea. 27. Imprimé le 12 Janvier 190:{. 30 



282 F. Schottky. 

welclie aus [if entstehen durch Hinziifiiguiig eines Elements der ^ejjfebenen 
(förKi/selien Oriippe. Das Resultat ist deranach 

wo 

TT,, = n [e^,^] 

X 

ist, das IVodiikt erstreckt iiber die vier Elemcnte der ji^egebenen Gruppe. 
Nachdem soweit die Uutersuchung allgemein gefiilirt ist, legen wir 
von jetzt ab tur die Bezeiclmung der Theta eine gesclilossene azygetische 
Keihe von lo gleichartigen Functionen: 

rTj , fr^ , . . . , cTj^ un(i Hq 

zu (irunde. Alle Combi nation en ungerader Ordnung der Zahlen 1,2,..., 
9 , o bezeichnen Functionen, die von gerader Ordnung dagegen Permuta- 
tionen. Da zwei complementäre Combinationen jedesmal dasselbe Theta 
öder dieselbe Permutation bezeichnen, so können wir uns fur die Theta 
auf die Combinationen erster, dritter und fiinfter Ordnung beschriinken, 
fiir die Permutationen auf die Combinationen zweiter und viei^ter Ordnunq:. 
Die Functionen 6a der Hauptreihe sind gerade, 8^.. ist eine ungerade, 
^a^r^s wiederum eine gerade Function. Das System der e^^ zerfällt in die 
Orössen e^^ und ^„^^j. 

Wir haben hier nicht mehr die volle Symmetrie der X^oraussetzungen, 
da 10 Functionen vor den iibrigen bevorzugt sind. Aber es muss jede 
(Tleichung die wir zwischen den e^ und e^5..,j aufstellen, richtig bleiben, 
wenn wir die Zahlen 1,2,3 ^te. beliebig unter einander vertauschen. 
Deshalb genugt es, einzelne Typen aufzustellen. Die Anzahl dieser Typen 
betriigt sechs, und da sie ohne Zweifel ein interessantes (xleichungssystem 
bilden, so woUen wir diese Typen vollständig angeben. 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass es nur drei Typen giebt fiir die 
GörEi/sche Gruppe zweiter Ordnung. Es diirfen nämlich zwei Combina- 
tionen, die in der Gruppe vorkommen, immer nur eine gerade Anzahl von 
Elementen gemeinsam haben. Diese drei Typen siiid: 

I. (o , 78 , 90 , 7890), 
[[. (o , 1234 , 5678 , 90), 
Iir. (o , 5678 , 5690 , 7890). 



tJber die Modulii der Thetafimctionen. 283 

Fiir jode der definirten Gruppen haben wir cino lieihe von 6 Fune- 
tionen Q aufzustellen, die Prodiikte imgerader Tlieta sind. 
Dies sind fiir die erste Glriippe: 



tur die zweite: 



fiir die dritto: 



Vl7a > V27JI > V37J> > V47!» » VöTl» > VgTI»? 



Vi4o ) Vaio > V340 ' Vflso > Vg80 ' V78O» 



Vi 56 > V20O » VsöG ) V456 1 V570 ) Vg70' 



Bei der ersten Gruppe ist es gleichgnltifjf, welclie der drei Glieder 
wir auswiihlen. Nehmen wir die drei ersten: 

Vi 7 11 > V3 7y ) Va7ir 

V^-j, jjelit in (^3,.^ n)>er durch die Permutationen: 

23 , 2378 , 2390 , 237890 = 1456. 
Wir haben deinnaeh die Gleiehuniif: 

W ,-^3 (i ^23 ^3378 ^23:10^1450) ~ ^• 

J)i<» Suinme auf der Unken Seite besteht ans drei (iliedern; das zweite 
und dritto entstehen aus dem hinj^rescliriebenen dureh Vertausehunjjf der 
Zahlen 1,2,3. 

Bei der zweiten Gruppe sind zwei Typen aufzustoUen. Wir können 
entweder auswählen: 

Vi40 ) V240 > Vy40- 

^240 JT^'^^ i^^ Ö340 ^*'^^^' durch die Permutationen: 

23 , 14 , 2390, 1490. 
Dies iuhrt zu der Gleichung: 

1, i, o 

Öder wu' können wählen: 

Vi 40 > V24O ' ^780* 
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Da Q^^Q in Q^^^ iibergeht durch die Permutationen 

2356, 2378, 1456, 1478, 

so erhalten wir eine Gleichung, der wir die Fomi f^eben können: 



(c) 



p p p p 

^1456*^1478 '^ISÖG 1378 



^2456^3478 ^2856^3878 



~ ^13 ^34^1390^8490 



Uie dritte Gruppe liefert drei verschiedne Typen, je nachdem wir aus der 
Reihe der sechs Fnnctionen Q auswählen: 



öder: 



öder endlich: 



Vi 67 > V356 > Vsöö» 



V106 » V366 ) ^670» 



Vi 66 > V57O > Vg70 



Diese drei Gleichungen sind: 






(O 



,^,(i ^33^14ö0^1478^149o) "" ^) 
^12^3460^8 478^8490 ^^ J^ \i ^1 679 ^1689 ^1 670 ^1 680/: 



^66^78^90^1384 i 



^1679^1680 ^1689^1670 



^1079^1680 ^1689 1670 



Von den Formebi dieses Systems ist zunächst die zweite, (b), die 
wichtigste. Sie lässt sich noch vereinfachen. Wenn man statt der e^^ 
einf iihrt : 



^afi^ay^ad^^^fid^r^^afirii — ^afir^i 



so geht sie iiber in: 



,?^3(±A390^1490) = O, 



und dies zeigt, dass die Z)„^9j.,; Determinanten sind. 
Werthsysteme 



Es mussen sich zehn 



(a«l,2,...,0) 



oder besser: 



(^«««, hKj laCa> h(^a) 



•I 
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angeben lassen, sodass allgemein: 



■^a,iyii i ^a ',i 'y '» 



(^a K C^ (fa 



a^ b^ c^ d^ 



(fy h.. Cy d.. 

Till 

a,j i^,7 Ca du 



iöt. l)io I o Werthsysteiuc (a,^ , h,,^ e,, , d^ fassen vvir auf als dio Coor- 
(linaten von lo Punkten im Jtaunic, und sotzen jetzt: 

/L^;v7 ist dann diejenige lineare Detorminantc, doren Vcrschwinden ausdriickt, 
dass vier der lo Punkte in einer Ebene liogen. 

Man känn nun in sämmtlichen Gleichungen die Paktoren e,,^^^; durch 
die neu eingefiihrten Grössen ^jj.,j ausdriicken. Die Gleichungen enthalten 
dann ausser den f noch die (xrössen c^^ und l^, Es ist vortheilhaft, auch 
diese durch andere zu ersetzen. 

Wir fiihren zunächst folgende Abkiirzungon cin: 

Mit e soll das l^odukt aller 45 Grössen e^^ bczeichnct wcrden; 

mit e^ das Produkt dcrjenigen neun, deren Index die Zahl a enthiilt 

(sodass z. B. ^0 = ^oi^oa • • -^oj» ^®*); 

endlich mit / das Produkt der 10 Grössen l^ y l^ i - - - y h- 
Wir setzen dann: 



> a 2 



2 

ea 



(a-l,2,...,9,0) 



''^ fi 7^ 77 ,3 



(a,y9-l,2,...,9,0; a^/?) 



Am leichtesten lassen sich diese Substitutionen durchfiihren bei den 
Gleichungen (a) und (d). Sie gehen iiber, wie man ohne Miihe erkennt, in: 



(a') 



und: 



,^ (i Cl /h/iö/iG 72878 /2S9o/l466J ^ 

1,2.3' 



(^') 



^ (rt S 1 /l4 / 1456 / 1478 M490J O* 
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Dio letztore (Heichunir ist leicht zii deuten. Wir können sio zuniic^hst 



so schrcibon: 



^ vIlI Ca J ax faxXa faxvp I axav) ^J 



indcm wir ))CTUcksiclitigcn, dass f^j.^^.^ oine lincare Functioii der Coordiimtoii 
des Punktes (a) ist, wclche versehwindet, wcun dieser Punkt mit (x),(A) 
öder (/i) zusammen fällt. Alle diese Gleichungen liaben die Form: 

^ (+ Va fax ^^K > K , c„ , r/«)) = o, 

\vo ]I{x ^ 1/ ^ z , t) eine Function dritten Grades bedeutet, die im Punkte (x) 
von der dritten Ordnunt^ versehwindet. Es ist leicht zu sehen, dass diese 
Formel gelten muss, welche besondere derartij^fe Function wir auch fiir // 
nehmen mogen. Denken wir uns nun, H = o sei die Gleichung einer 
KegelHäche dritten Grades, deren S])itze im Punkte (x) liegt und die durch 
8 der iibrigen Grundpunkti> hindurehgeht; dann zcigt die Formel, dass 
auch der letzte Punkt auf diesem Kegel liegt. Wir können daher unser 
System von lo Punkten in folgender Weise geometrisch charakteri siren : 

Zieht man von irgend einem der lo Punkte aus Strahlen nach den 
neuii iibrigen, so l)ilden diese neun (ieraden immer den vollständigen 
I )urchschnitt zweier Kegel dritten (xrades. 

Es giobt auch eine geometrische lielation, welche die gegenseitige Ijage 
von acht der zehn Punkte charakterisirt. Nehmen w-ir die Gleichung (f) 
unsres Systems und driicken auch in dieser die Grössen ö^^..,) und e^^ durch 
/a.^^; ) fa.f uö<l diö fa i^^^- Nacli einer kleiner Rechnung ergiebt sich: 



(f) 



'167y 'U80 '1589 '157 



/ f f f 

M679 '1680 '1689 '1 



670 



t^ l: t t 

's 1 va "»3 "»4 /» r j.' f 

't~t "t" t t it '1 3 '1 8 '1 4 '1 2 3 4 • 



Der Ausdruck links ist hier nichts andres als diejenige aus den Werth- 
systemen {a-ybyC^d) gebildete quadratische Det^rminante, deren V^erschwinden 
anzeigt, dass ein Kegel zweiten (irades existirt, mit der Spitzc im Punkt 
(i), der durch die J^unkte 5,6,7,8,9,0 hindurchgeht. Fiir diese Func- 
tion wählen wir die Bezeichnung 

^384, 1 • 



(2), (3) und (4) sind diejenigen Punkte, deren Coordinaten in dem 



Uber die Moduln der ThetafunctioneD. 287 

Aiisdriick nicht vorkommen. Wir liabeu dann die oigenthiimliche Ke- 
lation: 

Cl vj CaCi / 18 / 13 /It /ia :u 

.7234,1 ^ f, ^ ^ ^ ^ -) 

"*5 "»O ^7 '»R ^9 '*0 

welcho natiirlich bestehon bloibt bei joder Vei-tauschung der lo Zahlen. 

Durch sie ist ein Mittel gegeben, aiich die Faktoren ^^ und f^ aus- 
zudriickeii als Functionen der Werthsvsteme (a , ft , c , rf). Aber sie giebt 
zAigleich die Möglichkeit, eine Kelatiou zwischeu je acht der lo Punkte 
aiifzustellen. Diesc Relation ist: 

5^145, 2.^245, 3.9345. 1 "^ .(7i43, 1^^345. 2/7l4."), 3 • 

In ilir kommen die Coordinaten der Punkte (4) und (5) nicht vor, und 
man sieht ohne weiteres, dass sie richtig ist, wenn man vermöge der obigen 
Formel /7,,^j.,,j durch /;5.,j ausdriickt. 

Es ist dies eine Jtelation zwischen acht ]^lnkten, die ich schon in 
einer friiheren Arbeit (Ckklle's Journal, Bd. 105, S. 273) besprochen 
hal)e; sie sagt aus, dass eine FUiche vierten Grades existirt, welche die 
acht Punkte zu Doppelpunkten hat. Eine solche Fläche känn noch zwei 
weitere Doppelpunkte besitzen; dies miissen offenbar die beiden iibrigen 
l^unkte sein. Daher liisst sich das System der zehn Punkte charakterisiren 
als das der zehn Doppelpunkte einer Fläche vierten Grrades. 

Es hat vielleicht noch ein gewisses Interesse, die (jleich ungen 

umzusetzen in Relationen zwischen den e öder den /'. 

Es ist klar, dass fiir die Faktoren von i\ nur die Permutationen 
kritisch sind, die r^ in r.^ iiberfiihren. Die Grleichung geht daher iiber in 

^33 + ^81 ±^13 = o, 
wo 7r,,z ein Produkt von acht Faktoren e bcdeuti^t, niimli(*h: 

es erstreckt sich iil^cr alle Elemente x der (löPEr/schen Gruppe dritter 
Ordnung, die der Gleichung zu (irrunde liegt. 

J)emnach sind diese Gleichungen zwischen den e weniger einfach als 
die vorhin botrachtot(»n. Krlcichtert wird allcrdings ihrc AufstoUung da- 
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durch, (lass fiir die GrÖPEL'sche Gruppe dritter Ordnung nur zvvei Typen 
existieren, nämlich: 

(o , 56 , 78 , 90 , 5678 , 5690 , 7890 , I 234), 

lind : 

(o, 1234, 1256, 1278, 3456, 3478, 5678, 90). 

Fiir die erste der beiden Gruppen sind 

fi R fi 

^14579 y ^24079 ' ^34579 

drei gerade Theta, die gerade l)leiben bei den sämmtlichen Perinutationen 
der Gruppe; fur die zvveite haben 

dieselbe Eigenschaft. Dies fiihrt zu den beiden Gleichungen: 



,^, \^ ^3 3 ^14^83 5 ti ^1400^23 7 8 ^147 8 ^28 90 ^140 0/ ^> 

I, /, 9 



und : 



^12^34^00^78^1290 ^3400^5690^7 890 — 



^13 57 ^M C 7 ^140 8 ^13 68 ^1 467 ^1 3C7 1 368 ^1 46 8 



^2367 ^2407 ^2468 ^2868 ^2467 ^23C7 ^2368 ^2468 



Wenn man nun in diesen beiden Gleichungen die Faktoren e^^ und e^^.^ 
ausdriickt durch die entsprechenden Grössen f^ und fa^y so ergiebt sich das 
Kesultat dass fiir die /"genau dieselben Gleichungen bestehen, wie fiir die e. 
Daraus ist der Schluss zu ziehen, dass die Ausdriicke fiir die Anfangs- 
werthe der 136 geraden Theta 

richtig bleiben, wenn man jeden Faktor e durch das entsprechende f er- 
setzt. Wir können die Gleichungen aufstellen: 

das Produkt erstreckt sich jedesmal ii ber alle 120 Permutationen /i, die 
H^ in eine ungerade Functiou iiberfiihren. Damit sind die Grössen cj, aus- 
gedriickt durch Produkte von Faktoren, deren Haupttheil durch die li- 
nearen Dcterminanten Z),^^.,; gebildct wird. 
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NOTE SUR LES ZÉROS DE LA FONCTION as) DE RIEMANN 



PAR 

J.P. GRAM 

il COPENHAaUE. 



Le fyénie cI^Abel se maiiifesta uon seulement dans hi foree gigantiqne 
qu'il Slit appliquer pour approfoiulir les probleines qu'il prit poiir objets 
de ses recherehes, mais aussi bion dans Tintuition remarquable qui lui fit 
saisir précisement ces probl^mes dont la solution devait conduire a des 
resultats féconds pour Tavenir. Il ue doit done pas nous étonner de 
trouver Abel dans la liste des analystes qui ont préparé la terre pour 
la théorie de la fonction Zéta, une des plus reniarquablos acquisitions de 
Tanalyse möderne. 

A la vérité les Oeuvres d'ABEL renferment plusieurs mémoires con- 
eernant cett€ matiere; surtout ceux qui portent les numéros II et IV 
du Torne i , et I du Torne 2 do Tédition nou velie contiennent assez de 
choses dignes d^intdret. Sans entrer dans dos détails je rappellerai parti- 
eulierement Tatt^ntion sur deux formules fondamentales qu*on y trouve. 

La prcmiere est légalité qui sous sa forrae möderne s'écrit comme suit: 

(I) r{s):[s)^ //IV^^' 

t.' 
o 

sur laquelle Abel est oonduit en chorchant une ex])ression des nonibres 
de Behnoulli au moyen dintégrales définies. Comme on sait, c'est cette 
intégrale que Riemann a prise pour départ de sa théorie genérale et plus 

Äeta fnathematiea. 27. Iiuprini*^ lo II janvier lUO:}. 37 
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tärd fen M. Hehmite^ montra comment on en pout deduire une expression 
qui conserve sa validité sur le plan tout entier. Il suffit de faire la 



QO 1 00 



décoraposition j=j-\-j pour établir la formule générale: 

o o 1 

7 T/ \ >»' \ ' ^ I ^1 ' -^3 ^ I 

'^ ' S — I 25 ' 2 5+1 45 + 3' 



00 



1 

7?, , Z?3 , . . . désignant les nombres de Beknoulli, 7, et I^ les parties 
correspondantes ä cliaque intégrale respectivenient. 

L^integrale (I) na aucun sens que quand la partie reelle de 5 surpasse 
Tunité positive. Quand o < R{s) < i Tintégrale 



/ti-.-i)^-'"» 



reste finie et a la valeur 7, . En ménie t<?nips T^ -{- - peut 

sYcrire 



QD 



f(— ')^-^dx, 



donc 



oo 



(I'j r(s)C(s)=y(^^-^)rr'-V//, pour o < B(.9)< I . 



Également 



00 



/\s)C(s) -j (^~~ — I + -^).r' -'rf.r, pour - i < Ms) < o, 



O 

etc. 



' Comptefl rondiip 1885, p. 112. 
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fividemmont cette transposition simple qui nous a donué rextension 
(le la formule (I) est d'une plus grande portée. Appliquée a la fonction r{s) 
olle nous donne: 



OD 



f\s) ==/(e~'— i)j^'-'dx (— I < R{s) < o), 



OD 



r{s) = j (e-'— 1 + '^)x'-\Ix (— 2 < R{s) < — i), 



et ainsi do suite. 

Uno autre formule de grande valeur pour la tliéorie de la fonction 
Zéta et qui tout-a-fait appartient a Abkl est la formule romarquable de 
sommation qu'il éerit ainsi: 

oe 

,j^^ X" ' . r \ ' ' v . /* rf^ if(X'\-ti) — ifix — ii) 

(II) 2:jr(^j=:jjr(u:)-^jrla;)+2J^^;;^— -^^^- ^ -^ --^ 



En posant (p{x) = x '(s> \) et en prenant la somme de ;C = w ä a; == co, 
on en déduit 

(n+ ir + (^* + 2r + ... 



= fx~* dx — n"' +21 



00 

- — t 



dt (n + ii)-' — (n — /t)" 



>9ff/ 



o 



la forme particulifere de (II) qu'il faut appliquer dans la recherche de C{s). 
En outre, la valeur principale de cette formule consiste en ce qu'elle donne 
le raoyen pour évaluer la reste dans la formule générale de sommation de 
Euler et Maclauhin, qui fournit le procédé le plus expéditif pour le 
calcul de C(5)- 

Il ne semble donc pas mal a propos dans ce volume des Acta 
Mathematica, déstiné ii honorer le nom immortel de Abel, d^insérer la 
note suivante qui cei*tainement touche un des problémes les plus intricats 
du jour mais dont la métliode se rattaclie assez étroitement aux recherches 
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cI*Abel lui-méme. Le rnéraoire qui suit a été présenté a rAcadémie de 
Copenhague le 7 février de cette aniiée et est inséré dans le premier faseicule 
du Bulletin de cette Académie pour 1902. 



Malgré les nombrcuses études qui ont paru dans ces demiéres années sur 
la fonction C{s) de Riemann, la question de ses racines imaginaires attend 
toujours une solution. Les difficultés qu'elle présenté, et qui proviennent 
de ce fait qu'on ne posséde pas une expression pratique, explicit-e ou 
implicite, pouvant ctre prise comme point de départ d'une étude appro- 
fondie générale de la dite fonction, ont été jusqu'ici presque insur- 
montables. 

Pour obt^nir des resultats qui puissent au nioins servir a donner des 
renseignements utiles pour guider dans les rechcrches théoriques, je me 
suis occupé depuis quelque temps des calculs numériques dont le but 
principal était de créer une tablc numérique donnant les valeurs de la 
fonction c (O pour une serie de valeurs reelles de Targument. 

J'ai publié en 1895^ les valeurs numériques des coefficienis qui 
entrent dans les series representant les fonctions ^{t) et C{s)y et j*en ai tiré 
quelques conclusions préalables sur les plus petites racines a de f(^) = o, 
qui furent déterminées ainsi: 

«! = 14.135, a, = 20.82, ttg = 25.1. 

Mais quoique les coefficients eussent été calculés avec 16 décimales, 
ce calcul ne sufFit pas a dcterminer les a avec une exactitude satisfaisante 
pour des usages ultérieurs. Afin d'obtenir au moins a, plus correctement, 

j*ai donc repris le travail en commen^ant par calculer directement C(-), 
C[-)i C"(-) avec 28 décimales correctes. Cela ma donné ^(o) et ^'(o) 
et ensuite (D? l^f? c(0)/=o ^^'^c la méme approximation. Enfin j'ai calculé 

2fi -4-1 

log 5{it) pour ^= + " ,n< 15, me procurant ainsi le moyen d'établir 

une interpolation qui ma donné successivement les coefficients supérieurs 

* 'Noie sur le calcul de la fonction ^{s) de Biemann, Bulletin de rAcadémie de 
Copenhague 1895, p. 303. 
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dans la serie do lo|o;^c('). Ponr la méthode, je me bornerai a renvoyer 
au mémoire cite, le resultat obtenu fut la serie suivanto: 

- l0jnr,c(/)---o.6989'2226"7945'"33i4'»'i529^8362»'^O2O4^'^^8i 

+ 23ro499"3ii5'"4i89'''7078^'8932''^387i»'^^3i<' 
+ i858"6299'"6426'^'3484^'28 J' 

+ 4"8o57'"977i''3365'663 J' 

+ i65'"7579^^'2006'^235 ./« 

+ 6427'''3282''993 .^^' 

+ 26"'46i5^'5724^" ^t'' 

+ 1 1 29^0460*'' 5 J'* 

+ 4^9332^-^2 ./^« 

+ 220^'^6 J'' 

Mais ces eoetficients plus exaets ne ])erinettent pas encore une déter- 
mination de a, essentiellement nieilleure que celle qui avait été obtenuc 
précédennnent, soit parce quon ne peut pas se fier absolument aux deux 
derniers chiffres des coefficients trouvés, soit parcequ'il serait néeessaire 
pour le calcul do a, au moyen des fonctions symétriques Sot"*" d'avoir 
zloL"'^" pour une valeur de n plus grande encore, ou au moins d'avoir une 
connaissance provisoire des valeurs de a^ , otg etc. 

Ces difficultés m ayant paru insurmontables ä moins de calculs immenses, 
j'abandonnai ces recherches en espérant qu'un autre trouverait quelque 
méthode pouvant servir soit au calcul des coefficients de ^{t) soit au calcul 
direct des racines a. Mais, autant que je sache, aucune méthode de ce 
genre n'a encore été publiée. 

Quant aux a, il me restait toujours a essayer de calculer directement 
les racines de (f(5) = o, autrement dit de déterminer les valeurs de t 

reelles ou imaginaires qui donnent C(- + 'm = 0- Toutefois cette entre- 

prise me sembla inutile parce que je doutaLs que la formule approximative 
qu'il faudrait appliquer donnat des développementij assez convergents pour 
les calculs dont il sagit ici. Néanmoins Tautomne dernier je me suis 
décidé a faire cet essai, et jai été frappé de la facilité avec laquelle il a 
réussi. Certainement la détermination d'une racine a demande bien dos 
eflforts, mais théoriquement il ny a pas de difficult^ et la méthode permet 
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pour ainsi diro de calciiler autant de racines qii'on le veiit, de fayoii ii rendre 
possible le calcul de C{s) pour toute valeur de 5, pourvu que ce caleul 
soit pratiquement exigible. 

En partant de la definition 



C{s) - Lim lin-' — -^-1 , 
^ ^ «=«, L 1 i—sJ 



-s-\ 



la partie reelle de s étant supposée > o, et en calculant la somme ^n * 

fl 

au moyeri de la formule genérale de sommation, on obtient la formule 
connue : 

( 1 ) C(6') - Zn-' — **'"' — - n-' + ' B,n 

^ ^ ^^ ^ 1 I — S 2 ' I . 2 ^ 

S{S + 1)(S + 2) ,_3 

1.2.3.4 •* ' 

li^ y -B3 , . . . representant les nombres de Behnoulli. Cette formule est 
géneralement semiconvergente, et donne pour ^<? reelle une exactitude 
d autant plus gmnde que n est supposé plus grand. Par exemple n = 20 

donne C(-) correctement avec plus de 30 décimales. 

Mais comment se comporte cette formule pour des valeurs complexes 
de 5? 

En récrivant sous la forme 

on voit qu'il 8'agit en premier lieu d'e8timer la grandeur du reste R, oti 

ji___(s + i)(« + 2) ,, , (*jf i)(s + 2) («_+ 3)(s + 4) R 

3V4.n' "»"I" 3.4.»»' • 5.6.n*" »••• 

Considérons séparément les facteurs 

. __ {s + i){s + 2) (s + 3)(*- + 4) , ... 

' 3 . 4 . w' ' ^ 5 . o . w' 

dont rintroduction permet d'ecrire: 

R = A, Z?3 + A,A,n^ + Ä,A^A,B, + . . . , 
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et posons : s = x -j- yi . Alors on obtient : 



A = 



y* + ^ — ^a; + 2v — ij — iy{2x + 4»^ — i) 



(2v + l)(2v + 2)n' 



Il est evident qu'oii pourra toujours choisir pour n un nombrc si 
j^rand que les premiers A auront leurs parties reelles comme leurs parties 
iniajTfinaires éti^ales a des fraetions propres, et que les produits suecessifs 
des mémes A formeront alors une sdrie décroissante. 

Ija propriétc caraetéristique des series semiconvergentes subsiste donc 
pour la serie R et par consdquent aussi pour la s(!frie qui représeute (![s). 

Dans le eas actuel il slagit de calculer la valeur de C( +'M. 
Pour X = - ^ y = t, on a : 



(t^ + -) — 4^' — A^ti 

" "" (2v + \){2y + 2)n' ' 



:7 I 



d'ou, en posant / +- = ^• 



_( T-i6)-8/> 

A. = ^^^q^^ ete. 
La formule définitive sera alors: 

(2) ^(- -{- iij= ^n ^ (eos t log n — / sin t log n) — n^ (eos / log n — i sin t log n) 

= C{t) + i 5(0, 

en tlésignant iTspecti vein ont par 6'(7) et S{f) la partie reelle et la partie 
imasrinaire. 
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Poiir ciilculer au moyen de (2) (f(- + /i) avec au moiiis 7 décimales 

correctes, il suffit de prendre 11= 20, quand t ne surpasse pas 50. Afin 
d*a])pliquer cette formule au calcul des racines a, on commence par dresser 

une petite tablc des valcurs suecessives de C{ — h ti), pour voir s'il y aura 

des valeurs de t qui semblent pouvoir annuler simultanément C{t) et SiJ). 
Ayant trouvé ainsi des limites assez vagues, on a en ])remier lieu ii cal- 
culer C pour quelques valeurs interinédiaires telles qu'on puisse obtenir par 
interpolation lineaire une approximation meilleure a la raeine cherchce. 
En se servant des tables loe^aritlimiques a 5 décimales on pcut obtenir au 
moins 4 décimales correctes de a. Et si Ton avait trouvé qu'une a est 
située entré deux valeurs /, et /o ne difFérant que par 10"*, un calcul 
réitéré avec 7 décimales donnerait les deux chiffres suivants presque exact<^ 
ment, ji moins que Taccumulation des fantes dans les derniers chiffres ne 
sV opposat. Quant aux valeurs maxima de C(t) et de S(t) elles ne s'élevent 
qu'a peu d'unités. 

On trouvé y)ar ex.: 

C(-+ 14.13471) = +0.0000033 — 0.0000199/ 

C(- + 14.1348/) =^ — 0.0000092 + 0.0000587/, 

et si Ton pose a, — 14.1347 4-^^ • ^o~^ ^^ trouvé par intei^polation : 

I 33 ^7 199 

/m = ,^- 0.264; /r, = ^^^= 0.253. 

De ces deux valeurs de la correction, l\ est la meilleure; un calcul 
fait avec 8 décimales m'a donné ot, = 1 4.1 347251; mais le dernier chiffre 
est douteux. 

Comme on le voit, la détermination d'une raeine exige certainement 
bien des calculs, mais j^räce a Taide (iu'a bien voulu me preter M. H. S. 
NiKLSEN pour le calcul final, je suis parvenu a déterminer les 10 premieres 
racines de Téquation c(M ^~^ o, dont voiei les valeurs en 8 chiffres: 
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«! -=-- 14.134725 
a.2 ^21 .022040 

Oty =^ 25.010856 

a4 = 30.424878 

»5 =32.935057 
06 = 37.586176 

ay = 40.918720 

»8 -- 43.327073 

ao = 48.005150 
010 = 49.773832 

Le dernier chiffre seulement est un peu incertain; du reste la déter- 
mination double au moyeii de (J{t) et de S{t) donne une bonne preuve 
du calcul. Les raeines trouvées sont toutes celles qui sont inférieures h 50; 
les plus proehes seront d^environ les valeurs sui vantes: 

an ^ 52.8 , ai2 = 56.4 , a,8 = 59.4 , «!* = 61.O , a^^ =-65.0. 

Elles fournissent un contröle au calcul des coefficients de log f (<) 
donnés plus haut. Gar on trouve respectivement : 



10 X 

i 

1 

10 00 

z 

1 

10 00 

I 

1 



Zar" = i58''7693''o Ta7" = i58'''7693''4344, 



5^ ar" = 7903 *'3 2 6 1 •'' , T ar" = 7903 ''3223 ^'e, , 



r»-" = 39''4647'"i6, Ta"" = 39''4657^'6, 



d'oii Ton peut inférer que los coefficients de loj^^ c(0 donnés plus haut sont 
corrects aux deux derniers chiffres prés. 

On peut conclure de notre calcul que les quinze premifcres raeines de 
f (<) = o sont reelles, sans quoi, leurs parties imaginaires seraient tres in- 
signifiantes. Que ces raeines sont v(5rita])lement reelles, cVst ce que nous 
prouverons ci-dessous. On ne voit pas de raison pour que les raeines 
suivantes se comporteraient autrement. Kn plus des renseignements que le 
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calcul aohevi' m'a founiis sur la variation de la fonction C(- + '0, il remi 

aussi possible le calcul de lopr^(7) pour t < 50 au moyeu de la serie donnée 
plus haut et des valeurs trouvees pour les premiéres racines. Enfin la 
(?onnaissance de ces racines donne le moyen d'aborder Tétude des termes 
périodiques dans l(*s formules analytiques exprimant des fonctions des 
nombres ])renuers. 

Mais le resultat le plus interessant (ju^ait donne ce calcul consiste en 
ce cpril révMe rirrégularité qui se trouve dans la serie des a. Il est tres 
proljable que ces nicineg sont liées intimement aux nombres premiers. La 
recherclu* de cett<3 dépemlance, c'est-a-dire de la maniere dont nne a donnee 
est exprimée au moyen des nombres premiers, sera lobjet crétudes ult<?rieures. 

A coté des valeurs des ot, mon calcul ma fournis des renseignements 
sur un autre ])oint digne (rintéret. Cest quil se trouve aussi des valeurs 
reelles de t (\m font annuler soit la jKirtie reelle soit la partie imaginaire 

de C(^ + 'm, ^nniH diff<^rentes des a qui font annuler simultanément les 

deux parties. 
Posons 

(3) C(^ + «) = C(t] + iS(f) = weW , 

m étant le module pris avec un signe convenable, C {t) et S(t) des fonctions 
reelles de /. Pour avoir simultanément C— o et S — o, il faut que 
m = o. En outre C -■=^ o quand cos f = o , S = o (juand sin ^ = o . Il 
n'est pas difficile d*exprimer ip en fonction de /. 
lyécjuation fonctionelle de Pikmann 



])eut s ecrire : 



Cd — ^) — 2} -'r-■^•os'^''7^<.•)C(.*?) 



Done: 



(4) --— 7- — 2* 't: 'ros ^ J (s), 
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et pour s = - -{^ ti: 



(5) 



' ^ l = e -v ... J' ' " r' » "" cos ^ + '-^ ti) /f + ^n . 

:(;- + /.) ^' ' ^ ^' ■ 

J\)ur trouver if on ii'a donc ((ifji clierclicr le lo^aritlime du socoiid 
incmbre, ce qui donne: 

cosf^^ + ^^a) 1^1 + «) 

— 2ipi = — ti log 2;r + - log ^^ - - - - + -log 

cos 



(1-H ' Ki-") 



Mais 



cosl- + -/») 



COS h 

\4 2 



et 



/ 

loi' - 



il ^' 



I i"*"'* I ". r / i\ i"'"'"'"'* I 

- loff + S I 2/t lOL' Il + ■ ) loff I 



X _ 

/ arctg 2/ + ' 5^ ' log ( I + - ) 



arctg - 




t I 

= (V, 



i Lim t lo^r fö> + I ) - 2^ arctg - I 



W- X . 



Aiiisi on aura: 

tam 

(6) - - 2^ = — / log 2r + arctg 6;""' — - + ^ 
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La quantité désignée par v peut étre calculée approximativement au 
moyen de la formule gcnérale de sommatiou: 



to m 



ZAv) =ff{y)dv-\(f{m)-t\o)) 



-B, /^, . ^, X B. 



+ ,-"^(r(o>)-r(o))-^-^-(r(o>)-r(o))+ 



3-4 
Mais 



/arcto dv = (o> + - ) arctff — :- + - loff( <' + ( o» + - ) | 

arctg 2t log (^' + - ) • 

f\(o) , f {(o) ^ f" {(o) ... s*annuleront pour a> = co; les autres termes con- 
tenant (o se réduisent donc ä: 

nog (o, + I) - (« + y arctg -'— - [ log (<» + (w + 'X\ , 



dont la limite pour a> = cx) sera égale ä — t, Alors on obtient ensuite: 






+ ... 



et 



(7) -2^(0=Jlog(<' + i)-/(i+log2r) + arctge-''-|-:l-^--^-, 

\ 4/ 
en négligeant les termes d'ordres inférieures a - . 

On voit que ip[t) = — (f ( — /) , {^(o) = o. Du reste la petite table 
suivante donne les meilleurs renseignements sur la variation de y(t): 
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O 


^{t) — 0.000 


5 


+ 3-460 


lO 


+ 3067 


15 


+ 1.365 


20 


1.187 


25 


- 4-371 


30 


8.058 


35 


— I 2 . 1 64 


40 


16.628 


45 


21.405 


50 


— 26.461 


55 


T 31.766 


60 


— 37.300 



Pour des valours de t pas trop petites, ce sont les premiers teniies 
de (7) qiii en premier lien font déterminer la grandeur de ^{t). En se 

bornant ä ces termes et en snbstitnant log ta- log ( ^^ + - ) > ^n obtient 

approximativement : 



2^ (t) = t\ogt — t{i + log 2;r) — j , 

4 



ou bien 



(8) _ f(0 = 1 (log i 

^ ^ TT 27:\ ^27t 



8 



Terrenr commise étant de l'ordre - . 

Cela suffit pour déterminer les racines propres de C (t) = o et de 
S{t) = o. En rappellant que 



C{1 + ti) = C{t) + iS{t) = me'^'\ 



on voit que C[t) = o com])orte cos ^(7) -o, c'est a dire 
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tandisque S{t) = o exige que 

n otant un nombre entier positif ou négatif ou bien zéro. 

Si Ton désigne par ^ les racines de C{t) = o, par y cellos de S{t) = o, 
ot qui sont différentes des a, on aura donc, avec iine grande approximation, 
pour les racines positives: 



(9) Lhr-')~l- 



2n + I 



I 

Considérons particuliérement les ;'; alors on trouve: 

n = 3 5 pour n = — I , 
r2= 9.6 * w = — I, 
^-g ^ 17.8 » w = o, 

Les ;* suivantes correspondent aux nombres succossifs w = 2 , 3 , 4 etc. 
On voit par lä que le nombre des racines y qui sont inforieures ä une 
limite donnée N et plus grandes que 10 sera exprimé å peu prés par le 
plus grand nombre entier contenu dans Texpression: 



N 

27Z 



n\ ^ 27: / 8 



Toutes les racines y ainsi que les ^ seront évidemment reelles. 

Eappelons que M. v. Mangoldt a démontré que le nombre des racines 
a dont la partie reelle ne surpasse pas N est représenté par Texpression 



2n\ ^271 



+>.±', 



27r / 4 

ou £ < 0.34 (log Nf + 1 . 34 log iV^^- I • 33 ; il suit de lä que les y et 
les a (ou les parties reelles de celles-ci) se suivent de tros pres. — Pour 
les quinze premiores a il arrive que toutes les a sont séparées par les 
valeurs des y^ mais non par les valours dos yS. Il va sans dire que les ^ 
et les y se suivent alternativement. 
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Apros avoir aiusi trouvé toutes les valeurs de t qui annulent uiie des 
fonctions C[t) et S[t) seulement, il est clair que toute autre valeur de t 
qui fait annuler ou C[t) ou S[t) doit annuler m et sera done une racine 
a qui douue aussi bien C'(a) — o que Äi'(a) = o. Notre calcul prouve 
sans coiitredit tju^il y a des valeurs de t . reelles dif férentes des f et qui 
font changer le signe de S[t). Ces valeurs font done annuler S{t) et 
seront des racines véritables de ^[t]^^o. Il est done certain que les 
preniieres a son t reelles. 

De ridentite 

on obtient par différentiation par rapport \i t: 

(11) C + iS' = e"'^(C' — iS') + 2i<p'[C— 18)6''^ 

Quand C'=5 = o, on aura done: 

Cioi) + iS'(a) = e"^''''\C'{a) -iS'{a)), ' 
d'ou: 

(12) _^^-tgj.(a), 

formule qui m'a fourni un inoyen de controle sur mon calcul. 
Quand <'= o, S^o , e^'^' = — i , on trouve d apres (i i): 

(13) C'[[i) = ~-ip'[p)S([i), 
tandisque aS = o , 6'^ o , e^'^ = i donne: 

(14) s{r) = <p'{r)C{r). 

Quand i>7, j?'(0 ^^^ toujours négatif; on a done pour les racines 
correspondantes le théorcme suivant: 

C{p) a toujours le méme signe que S(p)\ S^{y) a le signe opposé ä 
celui (le C{y), 

Si done C{j') conserve le nieme signe pour deux valeurs eonsécutives 
de y^ savoir y^ et y^j^^ , S'!/^.^.,) aura elle-nienie le nieme signe (jue S'(y). Mais 
comnie Siy^ = ^^T^^^i) ~~ ^j '' '*^^*^ done que S{t) ait jKissé ])ar la valeur zéro 
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lin Dombre impair de fois dans cet intervalle. Autrement dit il se trou- 
vera alors un nombre impair de racines reelles a entré j-^ et j'y,.i'j il v en 
anra donc au moins nn(> comprise dans ces limites, 

Ce th^oronie peut rendre de l^ons services dans la recherche numérique. 
Pour Tutiliser aiissi dans la théorie, il faiidrait d'abord trouver une méthode 
])our determiner le si^i^ne de C{j) sans calcul numérique, mais pour le 
moment cela parait assez diffiirile. Pour les ;- dans Tintervalle de lo a 65, 
C{j') est toujours positif. Cela tient probablement ii ce fait que C{t) dans 
les ])lus grandes parties du dit intervalle est positif. Sans doute la raison 



n 



en est que le premier terme de la somme 2^n ^ cos (Hogn), savoir Tunité 

positive, j)roduit un surplus en faveur des termes positifs. Si cela est juste, 
on peut inférer que réfjuilibre ne sY'tablira que peu a ])eu, de sorte que 
la méme regle sur la rcpartition des a ])ar rapport aux ;- se maintiendra 
aussi pour les a sui vantes les plus ra])])rochées <le ajg. 
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SUR UNE FORMULE SOMMATOIRE GÉNÉRALE 



PAR 

ERNST LINDELÖF 

il HKLBINGFOKR. 



I. Dans son Mdnioirc: Sohition de quelques prohlémes å Vaide dlnfé- 
grales définies, clatc de 1823, Abkl a étobli la formule suivante^: 



(i) Z^(.t) = ff{x-)dx — \(pix) + 2J ?-^*- 



+ it) — <p{x — t^) dt 



2% e^"* — I 



00 S{^(.r) (lésigne »Tintégrale finie» de la fonction ^{or), c'est a dire la 
solution do Téquation fonctionnelle : f{x -^ i) — f{x) ^^ f){x). Apres y étre 
arrivé, Abkl eontinue en ces termos: »Cette ex])ression de Tintégrale finie 
d'une fonction qiielconque me parait tres remarquable, et je ne crois pas 
qu'elle ait été trouvée auparavant.» — Kn fait, Texpression en question 
avait déjä 6t6 troiivce par Plana en 1820^. 

En 1825 Abel est revenu sur la formule (i) et en a donné une 
nouvelle demonstration, dans un Mémoire intitulé: L'intégrale finie ^''^{x) 
exprimée par une intégrale définie simple\ Mais cette demonstration n'in- 
dique pas, non plus que la premiere, les conditions dans lesquelles est 
applicablo la formule dont il sagit. 

Il est assez curieux que le remarquable resultat découvert par Plana 
et Abel ait du attendre une demonstration rigoureuse jusqu^en 1889, date 



* Oeuvres complHes d*Ahd (edition Sylow-Lie), t. I, p. 23. 
' Voir ibid., t. II, p. 290. 
' Ibid,y t. I, p. 35. 
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a laquelle a paru le Memoire de Kronkckeu: Bemerhungen nher die Dar- 
stellnny von Reihen durch Inf€ffrale\ oii la formule (i) se trouve enfin rat- 
tachoe a la théorie des résidus de Cauciiy qui en constitue rorigine naturelle. 
Plus tärd M. •!. Pkterskn^ a fait connaitro quelques a])j)lieations intéressjinti^s 
do cottc nicme formule. 

Dans un Memoire, intitulc: Quelques applications d*une formide som- 
maloire générale, qui sera inseré dans le tome XXXT des Ada societalis scien- 
tiarum FennicrCj nous avons développé quelques applications nouvelles de 
la formule (i), a laquelle nous avions d'ailleurs été conduit indépendamment 
des travaux mentionn(3S ci-dessus. Sur linvitation de M. Mittao-Leffleu, 
nous indiquerons brievement ici quelques-uns des resultats auxquels nous 
sommes arrivcs, renvoyant pour les demonstrations et pour les ddveloppe- 
ments ultcrieurs au Memoire cité. 

2. Parmi les applications que comporte la formule (i), il y en a une 
qui nous parait particulierement intcressante et qui coneerne le prolongement 
analytique des series de Tavlor 

X 

Fix) = Zc?(n)a?\ 

o 

011 ^ est ime fonction analytique de son argument. 

Posons X = re'^, z ^z-^ it = pe*''\ ^(t ± it) ^ pir, t) + iq{Ty /), et ad- 
mettons rolativement a la fonction ^(z) les liypothcses sui vantes: 

1° ^(z) est holomorphe pour toute valeur z telle que r>o. 

2° le noinhre positif s étant doiiné iirhitrairement petit, on peut trouver 

TT ^^ 

un autre nombre positif R tel que, pour <^' <-,/>> ii, on a it 

|j^.(0)|<e'^ 

Ces conditions supposées remplies, la fonction Fix) peut se mettre 
sous la forme 

* Journal de Crclle, t. 105, pp. 345—354. 

' Vorlffningen iihrr Fnnhlioncniheorie (( ■oponha^iK» 1898). 
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ou 

X 

JKX) = — 2 / {p{0 , t) Siu (t log X) + q(0 , t) C08 {t log X)} j'^-- , 

O 

o 
et de ces expressions on peut tirer successivemeiit les conclusions suivantes: 

[a) La fonction Il(x) est holomorphe pour — 2;r< ^ < 2;r, r > o. 

[b) La fonction J('x) reste holomorphe dans tönt le plan, excepté Von- 
gine, ä condition que le point x ne vienne pas traverser le segment i . . . co 
du rayon d* argument ö — o, ni se confbndre avec un point de ce segment. 

[c) La fonction F{x) est holomorphe a Vintérieur du domaine T, formé 
du plan entier ou Von aura tracé la coupure + i . . . + oo suivant Vaxe réel. 
Ce resultat aviiit déja été établi par M. Lk Koy \ niais par une voie beau- 
coup luoiiis (lirecte. 

[d) La fonction F{x) iend vers zéro lorsque le point x tend vers Vinfini 
avec un argument déterminé, en restant intérieur au domaine T. 

[e) La différence entré une hranche quelconque de la fonctiofi F{x} et 
sa hranche principale (celle dont il est qiiestion dans le théoréme {c)) peut 
sexprimer par la somme d'un nombre fini de termes dont chacun est un 
multiple entier, positif ou négatif d\ine branche de la fonction J{x), Les 
singularités de F{x) sont donc toutes comprises parmi celles de J{x). 

Nous allons citer encore un théoréme assez general et comportant 
plusieurs applications intéressantes, dont nous avons développc quelques- 
unes dans notre Mémoire. 

Supposons vérifiées les hypothéses suivantes: 

1° (p{z) est holomorphe pour toute valeur z telle que t> o; 

2° quelque grand que soit Vangle tp^^ on peut trouver un nombre positif 

R tel que ^[z) soit holomorphe pour — ([)q< (p <(l\^ p> R {sauf peut-étre 

å Vinfini)\ 



* Sur les it(:ri4i8 divergenles et les fonctions définies par un démlappenient de Taylor 
{Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2^' Serie, Torne 11, 190O). 
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3° quélque grand que soit tp^ et quélque petit que soil s, on a 

\^{0)\< e'^ pour —(po<<P<<poy 

des que p dépassera une certaine Urnite. 

Dans ces conditionSy on peut afftrmer que la fonction F{x) ne peut ad- 
mettre d'autres points singuHers que o , i et oo {le point o étant en general 
point singulier pour toute branche de F{x) autre que la branche principale), 

3. Nous dirons en second lieu quelques möts sur rapplication de la 
formule (i) a la fonction ^[s) de Eikmann. Comme conséquenee immédiate, 
cette formule entraine Tégalité 

O 

et par une petite modification, on en déduit 



00 



2»-I /* /I \ * dt 

O 

Cos expressions définissent la fonction C{s) dans tout le plan et en met- 
tent en évidence plusieurs propriétes intéressantes. 

Par une autre modification de la formule (1), on arrive ä Tégalite 



\ 2 / / e^^ — I 



d*o{i résulte immédiatement le théoréme fondamental de Riemann suivant 
lequel Texpression 

(2) ;f(s) = :r-'»r(*-)c(5) 

ne change pas de valeur lorsqu'on y substitue 1 — 5 a s, 
Nous insisterons un peu plus sur Tégalité 



30 



w'J(i+^) %in(5arctg^ 



, . dt 

+ 2 



^ini _ I > 



U 
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qui se cléduit également de la formule (i). En développant le dernier 
terme suivant les puissances de - , on trouve 



avee 



yT ^ , ^ .,4-1 i^y Sis + i) , , , ^s + 2V - 2) I 

" 2y I . 2 ... (21/ — I 



5 + '.'v-l ) 



) 

B^ désignant, eoinme d*ordinaire, le v^"**' noiiibre de Bernoullt. On voit 
que cette derniére expression de C(s) est prccisément celle que foumit la 
formule sommatoire d'EuLKR, et le reste B^ P^^t donc se presenter p. ex. 
sous la forme 



2j *^T. 



5(s + i) . , . (s + 

1.2... {2k 



X 

+ 2) I r^+s^-f^ ' 



^2^+2 (7) désifjfnant la fonction périodique a la pcriode i qui, pour o < r< i, 
se confond avec le polynöme de Bernoulij: 

En tenant compte des propriétés bien connues de ce polynftme, et en posant 
5 = :r + /y, on peut tirer de Texpression ci-dessus, pour le module du reste 
2?^., la limite supérieure suivante: 

(4) |B,|<|.+ .A.+ i|(^-p-J^ + ±)|n,,|. 

La formule (3) est intéressante sous plusieurs rapports, et surtout 
parce qu^elle foumit le seul moyen vraiment pratique pour le calcul 
numérique des valeurs de la fonction Cis)- En partieulier, on peut s*en 
servir pour ehercher les zéros de C{s) qui sont compris sur la droite D 

parallcle h Taxe imaginairo et passant par le point ^ = - , et a cet effet on 

peut profiter de la remarque tres simple que voici: 

Du théoréme de Riemann, on peut conclure que la fonction xi^)i ^^" 
finie par Texpression (2), prend des valeurs reelles sur la droite D. Poiu* 
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un point quelconquo s de cett^ droite, le reste suivant le inodule 2;r de 
la quantitc 



a = arjLT TT 2 + arg r ^^ j + arg C{s) 



est donc egal h o ou a tt, suivant (jiie )((s) est positif ou ncgatif. Coinme 
]([s) ne change évidemment de signe quen s'annulant, et eomme cette 
fonetion, d'autre part, présente sur la droito en question précisément les 
mémes zeros que C(s), on voit des lors que, pour séparer les zéros de la 
fonetion C(s) compris sur un segment donné de la droite 2), on n*aura 

qu'a calculer, avec une errenr moindre que ' , la valeur de la quantité H 

pour une suite de points suffisamment rapprochés de ce segment. 

Nous nous pcrmettrons de publier ici les resultats numériques ^ que 
nous avait fournis un calcul de quelques jours entrepris au commencement 
de Tannée, resultats qui sont certes beaucouj) moins precis que ceux qu'a 
fait connaitre derniérement M, Gram^, mais qui suffisent cependant pour 
illustrer la méthode que nous venons d'esquisser. 

Dans le tableau qui suit, Z{y) et 5y(y) désignent respectivement les 

])artie8 reelle et imaginaire de la quantitc C( + hl) ) ^^ ^ désigne le reste 

suivant le module 2;r (eonverti en degres) de la valeur approchée qu'a 
fournie notre calcul i)Our la quantitc U, Les valeurs de c(y) et de ^(y) 
ont cté calculées a Taide de la formule (3), en y faisant n = io,&= 1 et 
en négligeant le roste. 



* Nous avions cominuuiqué ces resultats å M. Mittag-Lepfler dans une letti-e 
(lat^e du 22 janvier 1902. 

* iVo/e sur les xéros de la fonetion C(«) de Riemann (présenU^e å TAcadéinie des 
Sciences de Copeuhague lo 7 févricr 1902; ivimprimée ci-dessus, p. 289). 
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y 


.-(y) 


1 


Q 


y 


.^(2^) 


rM) 


ii 

1 


12 


1 . 016 


0. 744 


iSo'^ 1' 


32 


1 

0.86 


— . 20 


lvS0^2 


«3 


0.444 


-0.656 


180'^ 3' 


34 


0. 52 


I . 62 


0°.2 


14 


. 021 


0. 104 


179*» 19' 


36 


2.35 


- I . 19 


- 0°.4 


14. ?s 


. 012 


1 . 092 


o°47' 


3S 


0.47 


0. 56 


I77°.8 , 


>5 


. 148 


. 706 


o'» r 


40 


0.83 


— I .03 


l8l°.8 


18 


2.331 


i - 0. 187 


0° 2' 


42 


1 . 02 


0.42 


2°.8 


20 


0.427 


— 1 . 062 


-0° 7' 


44 


- . 05 


I .37 


182^3 


22 


. 718 


0. 665 


179° 53' 


' 46 


3.29 


- I . 46 


179°.= 


24 


0.958 


-0.585 


180*^ 0' 


47 


. 24 


! — I . 95 


• 177^6 


26 


0.504 


1 . 344 


0° 2' 


48 


. 07 


0.05 


■ ( -S^S! 


28 


2.713 


-- 0.679 


-0" 2' 


'i 49 


0. 65 


o- 3» 


CO - 
1 »0 


3^ 


. 124 


— 0.598 


-'O-^ 3' 


; 50 


— . 16 


. 42 


I 1 86^^.8 



A laide de Tinégalitc (4), on sassure facilement que la valeur exacte 
de la qiiantité désignée par Ä, pour Tiin quelconque des argumenis y in- 
diqués dans le tableau (exeepté y = 48), est bien égale ä eelle des quantités 
o^ et 180° qui s'écarte le nioins de la valeur calculée de w. Par suite, 
les chiffrcs qui précédent nous permettent d'énoneer ee resultat que 
le segment de la droite D qui correspond å Vintervalle 12 — 50 deVordonnée 
;/, renferme certainement dix zéros de la foncHon C{s) dont les ordonnées sant 
respecHvement comprises entré les lim i tes: 



14—14.25, 
36—38, 



20 — 22, 24 — 26, 30 — 32, 
40-42, 42—44, 47—49, 



1 



2—34, 
49—50- 



Les zcros une fois séparés, on pourra les calculer avee telle approxi- 
mation qu'on désire, en prenant dans la formule (3) Tentier n suffisamment 
grand, et en (*lioisissant convenablement Tentier k. 
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SUR LES PÉRIODES DES INTÉGRALES ABÉLIENNES ET SUR UN 

NOUVEAU PROBLÉME TRES GENERAL 



PAR 

EMILE BOREL 

i\ PARIS. 



1. Beaucoup de problémes cVAnalyse peuvent etre ramenés au pro- 
bléme de la determination des relations liiiéaires a coefficieuts eiitiers qui 
peuvent exister entré des noniln-es transcendants; par exemple entré les 
périodes de eertaines intéjifrales elli])tiques ou abéliennes. Cest ainsi que 
M. Painlevé a ramené plusieurs ])roblfcmes de la théorie des éq nations 
différentielles au suivant: reconnaitre si une certaine intéfjrale al)élienne 
n'a que deux pcriodes/ 

Je ne prétends pas indiquer ici une solution ä cettij diffieile question, 
qui restera sans doute lon^eni])S encore au dessus des nioyens de ranalyse; 
je voudrais seulenient ehercher a attirer Tattention des liféometres sur quel- 
([ues rellexions simples qui sont peut étre de uature a suf^-gérer une 
méthode nouvelle ])Our al)order toute une elasse de problenies comprenant 
celui-ci eonnne ca>s tres particulier. 

2. Faisons (Kabord quelques reniarques j^cnérales. Il est evidenunent 
necessaire que les coertieients <*onstants dont dependent les périodes con- 
sidérées soient définis (Tune inaniere precise et non piis connus seulenient 
avee ([uelque apj)roximatic)n. Or, les ^eids nonibres eonnus j)riniitivenient 
d\ine nianiere ])recise sont les nonibres entiers; par une infinité de ])ro- 
eédés de nature alLrébrique ou ti'anscendant<», on ])eut, h Taide des nonibres 



* Voir pur oxemph» riu3 Lerotis de Slurkholiit. 

Äcla nuitfuiiuUica. JT. liupriuié U^ i:i j:iiivi«r VMi, 40 
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eutiers, definir iiiie infinité (Vautres nombres, qui seront, eux aussi connus 
cVune nianiere precise.* Noiis supposerons (jiie Ton a fait un choix entré 
ces divers proeédes, c'est a dire que Ton en a conserve un nombre limite 
a Texclusion des autres. De plus, nous supposerons que Ton a choisi un 
nombre entier N auquel on supposera inférieurs tous les nombres entiers 
introduits dans les caleuls, et tel de plus que le nombre des operations 
d'une nature quelconque que Ton suppose effectuées sur ces nombres entiers, 
soit inférieur a N. Par cxemple, si lon veut introduire un nombre al^é- 
brique, les coefficients et le degré de Téquation qui le définit, seront in- 
férieurs Ti N, etc. 

3. Il est clair que Von définit ainsi un nombre limite de nombres; 
avec ces nombres choisis comme coefficients, on peut former un nombre 
limité d'int€j2rrales elliptiques de premiere espece 






dx 



J v^Äo^* + 401 •^' + 6a,a;* + 40 ^x + a^ ' 



et chacune de ces intégrales a seulement deux périodes principales^ c'est 
a dire périodes primitives de module minimum. ' Supposons qu entré 
])lusieurs de ces périodes convenablement choisies, 0;, , cw, , . . . , cw^, il y 
ait des relations linéaires a coefficients entiers de la forme: 

(i) m^w^ + m^co^ + m^(o^ + . . . + m^co^ =-. o. 

Nous pouvons toujours sup])oser (jue, parmi les relations linéaires oii 

fijj^urent eflfectivement r/>, , cw^ , . . . , 0;,, la relation ( i ) est celle pour laquelle 

la somme 

A ^- m] + ml -f . . . + wij 

a la plus petite valeur. Il y auni ainsi au plus autant de valeurs pour 
A (piMl y a de manirres d'associer les périodes 7 n 7, (/ étant arbitraire. 



* Par exemple, on peut définir les nombres e et 7: par les relations 



1 e 

^ C dx rdx 



O 



Nous donnonH ces exemples siraplenient å titrn (i'in(iication. 

' Voir, par oxcmple, Johdan, Cours (rAiialyse, 2'"*- edition, tomo II, p. 338. 
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Des lors il est clair, que le nomhre N élant donné il y a un nombre 
Umité (le i^aleurs pour A; nous désignerons la plus grande d*entre elles 
par ^{N); on aura ainsi 

(2) A<y{N). 

Si la fonction ^{N) ctait coniiue, le probleiiie qiii consiste å reconnaitre 
sil peut exister une relation telle que (i) entré des périodes r«>j , ö)^) •• > ^9 
se trouverait décomposé en un nombre limité de problémes plus simples: 
reconnaitre si la relation (i) est vérifiée, les nomhres entiers m^^ m^^ . . . , m^ 
étant (lonnés, et les nomhres co^ y ö;^- , . . . , (o^ étant dé/inis par des conditions 
transcen dantes, 

4. Si, en calculant avec approximation le premier membre de la 
relation (i) on trouve que sa valeur est sfirement différente de zéro, on 
est certain que la relation (i) n'a pas lieu; il nV a doute que si Ton 
trouve une valeur de plus en plus voisine de zéro ä mesure que Ton 
pousse plus loin Tapproximation. 

Il est bien certain que, si la quantité 

(3) wjjCWj + . . . + m^w^ 

est différente de zéro, on s en apercevra sArement au bout d*un nombre 
limité d'opérations; mais ce nombre limité ne peut pas étre fixé d'avance. 
Voici ce que Ton peut dire a ce sujet; considérons toujours les 
quantités ft>, en nombre limit<5, que nous avons définies, et choisissons de 
toutes les manieres possibles les entiers positifs ou néjjatifs w<, tels que 
A soit inférieur ii <p{N)\ nous définissons ainsi un nombre limité de 
quantités (3); si nous désigfnons par ^'(iV) le module de la plus petite 
d*entre elles, en excluant celles qui sont nulles, on aura sftrement 

\ni^w, + . . + "'.ö'^! > ^'(^ 

dans le cas oii la relation (i) n'est pas satistaite. Donc la connaissance 
des deux fonctions jr(iV) et ^{N) permettrait de résoudre surement le pro- 
hléme qui nous occupe, par un nombre limité d^opérations, fixé d'avance. 

5. Je ne suis malheureusement pas en état de proposer une méthodc 
qui permette d'obtenir ces deux fonctions; de sorte que les remarques 
précédentes sul^stituent simplement a un probleme tres difficile un autre 
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probleme qui ne parait pas moins difficile. Mais ce nouveau probleme 
me parait presenter un tres «2franfl intéret en lui méme et avoir une portée 
tres ^énérale; cest ce que je voiulrais indiquer ici tres brievement, en 
omettant les |L»:éneralisati()ns j)our ainsi dire illimitées que Von pourrait 
ajouter aux considérations préeédentes. 

6. Lorsque Ton définit un nombre entier déterminé au nioyen de 
nonibres entiers en nombre fini et d^opérations arithmétiques, il est toujours 
possible de fixer d*avance une limite superieure du nombre défini en fonc- 
tion de ceux qui servent a le definir; on peut exprimer ce fait en disant 
que la puissance des opérafions aritlnnétiques est connue et limitée. 

Il en est de meme ])0\n' eertains proeedes ali^él)riques de nature bien 
])lus eompliquée; par exemple si un nombre entier est défini comme étant 
le quotient incomplet de rantjf déterminé du developpement en fraction 
eontinue d'un nom])re ali^ebrique donné, on sait limite^r ce nombre au 
moyen des donnces; a savoir: les coeifieients de Téquation qui définit le 
nombre almébricpie, le deiifré de cette écjuation et le ranfj du quotient 
incomplet. 

Ccci peut étre étendu, comme je Tai montré, au cas on l'on adjoint 
le nombre e au domaine de rationalité.^ 

Dans ces divers cas, il est d*ailleurs evident (jue Ton doit toujours 
sarranger pour definir un nombre unique ou tout au moins des nombres 
en nombre limité; peu importe, d\'iilleurs, le procédé plus ou moins arti- 
fieiel par lequel cette limitation est obtenue. 

Ije principe general sur lequel je voudrais attirer Tattention et qui 
est evident d 'apres les considérations préeédentes, c'est que les divers pro- 
cédés transcendants par lesquels on peut definir des nombres entiers ont 
aussi une puissance limitée; c'est ainsi que Ton ])eut traduire le fait de 
Texistence de la fonction f*(A'); il faudrait déterminer cette fonction pour 
limiter effectivement cette puissance; c'est la le ])robleme que je tenais a 
signaler a cause de son caractere tr{»s general et de Timportance qu'il mc 
parait avoir au point de vue des principes. 

Paris, janvier 1902. 



* Comptos rondus, t. ('XXVIIT, \^. 596 (6 iiiarn 1899). 
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DÉTERMINATION DES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES ALGÉBRIQUEMENT 



1»AK 

IVAK BENDIXSON 

k STOCKHOLM. 



Lo but du travail est de montrer que ron pent parvenir ä la dé- 
terinination des conditions nécessaires et suffisantes, pour qu*une equation 
al^cbrique soit résoluble ])ar radicaux, sans avoir recours ä la tliéorie des 
substitutions, introduite dans TAl^cbre par Galois. On pent en effet dé- 
terminer les dites conditions par une extension tres facile a effectuer des 
considérations employées par Abkl dans ses deux Memoires: Mémoire sur 
une classe i)arUculiére cVéquations résolubles algéhriquement et Sur la resolution 
algébrlque des équations, 

Nous ctudierons a cette Kn les équations t(41es que (^hatiue ratjine 
])uissc s'expriiner en fonetion rationnelle de Tune d 'entré elles, chaque equa- 
tion pouvant en effet étre réduite a une t^Ue equation. Par une fondlon 
rationnelle de ;r, nous entendons toujours ici une fonetion formée par de 
seules operations arithmétiques de x et des quantités 72', ...,i2' définissant 
le domaine de rationalité donné. 

Soit 

(i) F{x) = o 

une telle equation, irréductible dans le domaine de rationalité donné. 
Ses racines peuvent alors s'écrire 



dq_iX^ , OUg^xX^ , . . . j d ^q—l^l) 



* Ce mémoire est une reproduction d'un travail publié en snédois dans les Öfver- 
sigt af KoiJgl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar; 1 89 1. N*' 3, Stockholm, 
dont nn resumé a été publié dans les Anuales de la Faculté de Toulouse, Tome 7- 

v4r/rt mnthematica. 27. Imprirat' le 13 janvltT VMi. 
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los fonctions d^ désignant des fonctions rationnolles de x, ai 6 satisfaisant 
en outro a 

PoHons 

f[x) = (:x — x^(x — ex^)...{x — e^-^x^). 

D*aprés un théoréme, démontré par Abel dans le premier des mémoires 
cités, los coeflfieients de f{x) peuvent alors s'exprimer en fonctions ration- 
nelles de la quantité 

iP{t,x,) = {t-x,)[t — dx,) ...{t- d''-'x,\ 

t désignant iine constiinte arhitraire, et cette quantité (p satisfait a une 
oquation de degru rj a coefFicients iTitionuels 

(2) I'\{X') = [X- - ,p{t , X,)][X' - ^(/ , e^X,)] . . . [X' - <f>{t , e,..,x,)] - o. 

L'équation (i) de degré qn est donc réduite a une équation de degré q 

(3) ^;(=^') = o, 

qui est irréduetible (ce que nous prouverons tout a Theure), et a une équa- 

tion abélienne 

f{x) = o, 

dont les coefFicients sont des fonctions rationnelles de Tune des racines de 
réquation F^ = o. 

Afin de prouver que Téquation (3) est irréduetible, il suffit d'observer 
que, si 

[x' -</>{t, 0,M[<^'— 4' {t . <?.==^.)] ...\p' — 4>{t, d,,x,)i 

ou s < q, était une fonction rationnelle, on pourrait en conclure que 

é{t,d,x,)ip{t,e,^x,),..</^{t,e^x,) 

serait aussi une fonction rationnelle dans le domaine de rationalité donné, 
et cette derniére fonction est un diviseur de F{t) qui était supposée irré- 
duetible. 

Si Ton savait maintenant, que Tune des racines de J^^ = o pouvait 
s'exprimer en fonction rationnelle (Kune autre de ses racines, celles-ci pour- 
raient s^écrirc 
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3 7 A*Z/« I • • • j A 



»I— I ^' 



y' It* V^"^ t' 



(^i^^ = g\ 



oii A est une fonction rationnelle telle que Ton ait A"'a;| = a;I. On pourrait 
alors, de la méme maniére que nous Tavons fait pour F ^= o, réduire 
F^ = o h une cquation de degré q^ 

F,{x") = o 

et une cquation abolienne du degré n^ 

f^{x') = [x' — x[){x' — Xx\) . . . (:c' — A"»-^ x\) = o, 

dont les coefFicients sont des fonetions rationnelles de Tune des racines 
de f\. 

Dans ce oas il existe donc une fonction rationnelle 0^ telle que 



CO qui nous donne 



<p{t,e,x^) = Xi}>(t,x,), 



</>{(., 0,dx,) = Å<p{t , dx,) 



= <p{t , d^x^). 



Mais / étant une quantité indéterminéo les facteurs du membre gauche 
seront identiques ä ceux du membre droit, ce qui fait voir qu'il existe un 
nombre entier a tel que Ton ait 



(4) 



<?i<?x, =<?"<?,a;,. 



De Tautre cot«, on voit que, si cette demiere équation a lieu, on en tire 

<l>(t , e^dx^) ^- <f){t , 0^x^). 

Or réquation (i) 6tant irrcductible on en conclut que 



ce qui nous doune 



ip{t,0,d'T,) = 4>{t,o,ff'-'x^) 



4it,e,(f'x,)=^<l>{i,o,x,). 



^-1,»,8,...) 



(K- l,»,S,..0 
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L'cquatioii 

iious prouve alors qiie (/>{t,ff^x^) ost une fonctioii syiuétriciuc do 

c'ost a diro est une foiiction ratiounelle de ^(/,rr,). La eondition néces- 
saire et siiflFisante pour que riine des racines de 

puisse étre exprimée en fonction rationnelle d'une autre de ces racines, c*est 
donc qu'il existe uu tel nonil)re a que Ton ait 

Supposons maintenant que Téquation (4) soit satisfaite. On saura donc que 

({}[t,d,x^) = Xipit.x^) (ou A"'rr; = x\), 
]j'iiToductibilit6 do recpiation (i) nous donnera aussi 



et en jr^énéral 



On en conclut que 



ou que 



il^(t^6\x^) = knipit, x^), 



i[^{t,dVx^) = 4^{t,x,) 



d'['Xy = d^x^ k = noml)re ontier < 11 

ce, qui est donc encore une conséquence de Téquation (4). 

Finvisageons maintenant requation (2). Si Téquation (4) a lieu, cette 
ocpiation peut so roduiro a uno cquation abelieuno do dofj^ro n^ 

t\{x') ^ [x- - ,p{f, x,)][x' - 4>{f , ^,.r,)] ...[x' — </>{t, <?;-'-' a;,)] = o 

(loiit les coffficionts sont des fouctious rationnellos de 

'x[' = (/, — .-c;)(/, — ÄX',) . . . (fl — ^"'-'.rji 

= [t, — 4'{t , .r,)][/, - <p{f , e,x,)] ...[/, — (f'{t , <?J'-'a;,)] = ^;,(/?, , / , .t,), 
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laquelle expression est elle-méme racine d^une équation 
(5) i\{x-') = o 

(lo (lefsfré q^ ä coefficients rationnels. 

Ijes autres raciiies de réquatiou (5) seront alors données par les fonc- 
tions (px[t\, t, O^x^). 

La condition nécessaire^ pour qu'uiie autre racine de Téquation (5) soit 
uno fonction rationnelle ii{x\) de rcj', est donc qu'il existe uno fonction d^x^ 
telle que 

ce qui nous donne 

A Taide de Téquation (4) on prouve aisément que 

d*oii Ton conclut que 

■ 

Or la quantité /, étsiat coinpletement indéterminée, il 8'en suit que la fonction 

<p{t,0,dx,) 
sera égale a Tune des fonctions 

<pit,d,x,) , <p{t,d,e,x,) , ..., i}.<{t , d'r' e,x,). 

Söit, pour fixer les idées, 

Le fait que t est ime quantité indétenninée, met alors en évidence que 

e^dx^ 

sera egal a l'une des quantités 

^^<?,a;, , d&l^e^x^ , . . . , <?"-'^'ö,a:,. 

On en conclut enfin, qu'il existe un nombre «, tel que 

(6) e^ox, = e^ef-0tXi. 

Aeta inatftematiea. 27. Impriiu^^ lo U Janvier I9(t\. 41 
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Mais de Tautre coté on aura aussi 

et cette équation nous conduit, par des considdrations tout analogues \\ cellos 
développées ci-dessus, a une relation 

(6') e^0,x[=&''»l'd^x,. 

Dans les équations (6) et (6') nous avons done obtenu les conditions né- 
cessaireSy pour qu'une racine de Téquation (5) soit une fonction ration- 
nelle de x\\ 

Afin de prouver que ces deux équations constituent en méme temps 
les conditions suffisantes, pour que cela ait lieu, nous envisageons de nouveau 
la fonction ^^{t^ , ^, ^2^1)- 

Les équations (6) et (6') conduisent évidemment ii 

= 4>,{t,,t,0\^d,x,) 

On en conclut qu*on aura en general 

^l('l, ty 0.0" X^) = (px{fi, t , 0<iO"~^Xi) (.= 1,2,8,...) 

ou que 

<P\{tl , ', 020'' X^) = (piUlyt, O^X^). (V-I,?,».,..-» 

En appliquant le théoréme déja eité d'ABEL on sait alors que 

Mfi^t,02X,) = R{<p(t,x,j), 

B désignant une fonction rationnelle. 

De la méme maniére on prouve aussi que 

4>,[t,,t,O,,0,x,)^(p,[t,,t,0.,x,), 
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ce qui nous donno 



et en li^enenil 



Ri0 , e,x.,)) = R{ip{t , X,)) 



B{<p{t , d\x,) :== Il{<p{t , X,)). 



On en conclut quo la fonction 

est une fonction svmétriqiie de <p{f j ^i) , ^{t y O^or) ,... ^ (p{t , dl^~^Xi)y c est 
ä dire une fonction rationnelle de ^i(^i,^,^i). c. q. f. d. 

En continuant ainsi on parvient au théoréme que voici: 

Etant donnée une éguation dant chaque racine peut s'exprimer en fonc- 
tion rationnelle d^x^ de Vune d^ entré élles x^^ si entré les fonctions d^x^ les 
relations suivantes ont lieu 



(7) 



d,x, 



e^dx^ 



0,d,x^ 



d.e^x^ 



-e''''^fe,x„ 



d.&x^ =<?"/'... <??l,<?,^,, 



-ö''/?f... <?!,<?,«,, 



v— 1 



ee.. .X. =<?"' V*" '...<?"'. d.x 



a a—\ 1 



v — 1 v 1 > 



Véquation donnée se réduit alors ä une suite d^équalions abéliennes, et elle 
est par conséquent résoluble par radicaux 

Inversementy si Véquation donnée se réduit ä une suite d*équafions abé- 
lienneSy ses racines sont nécessairement liées entré élles par un systéme d'équa- 
tions de la for me (7). 
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Ju8qu*ici nous n^avons employé que les considérations dont 8*est servi 
Abel dans le premier des Mémoires mentionnés, et Ton voit que Ton trouve 
par ces considérations seules, la elasse la plus générale d^cquations qui 
peuvent se réduire ä une suite d'cquations abéliennes. 

Il nous reste a prouver que Tensemble des équations (7) forme la con- 
dition nécessaire pour que Téquation (1) soit résoluble par radicaux. 

Afin dy parvenir, nous ferons usage des considérations du second Mé- 
moire cité d^ÅBEL. 

Nous avons supposé de Téquation ( i ) qu'elle soit résoluble algébrique- 
ment. Une de ses racines peut alors s'écrire 

x,=<p{R\ ...,R',r,, .... F,), 

oö R y , . . , R* désignent les quantités qui définissent le domaine de ratio- 
nalité donné, et oh les quantités V^ satisfont aux équations suivantes 

VT — M^', ...,R') = o, 



V^^ — ^.iR', ...,R', F,, ..., F,_,) = o. 

les ^1 , • • • , J^^i ^ désignant des fonctions rationnelles de ii', ... , i?', et 
des fonctions entiéres rationnelles de F, , . . . , F^ de degré p^ — i , . . . , p^ — i . 
Je suppose ici, que Ton ait adjoint au domaine de rationalité donné les 
quantités cWj , . . . , cw^ qui satisfont ä 

(o^/"^ + ö;^""' + • • • + ö>v + I = o> (»'=^« 9) 

que Téquation 

vi' -fAR', ■■■,R', v,,...,v,_,) = o 

soit irréductible dans le domaine de rationalité R\ ..., 72', Fi,...,F^, , 
et que les p^ soient des nombres premiers. 

En mettant o)^ V^ en ^ au lieu de F, , on obtient une nouvelle racine, 
ce qui nous donne 

^{R', ...,R', F,, .... V^_,,wJ,)^dfiR',..., R',r,, .... F,_,,F,), 

et en general 

^{R, ..., R', F,, ..., V^_,,a,;V,)^0'x,. 
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Observons que Toii a 

et formons luainteniint 

^(^,a:J = (/-a^J(f-^;/g,...,(/-r'-^'rJ_//(/,7r,...,A^F,,...,F,_^ 

ou noiis siipposons pour plus do simplicitc, que F^._i soit ruellemeiit con- 
tenue en //. 

En mettant ö;^_iF^_i au lieu de F^_i dans les équations ci-dessus, la 
fonction V^ se change en V^ et Ton ol)tient une racine 

x^ = <p{n\ . . . , JB\ F, , . . . , w^_.,V^^, , V,) 

de réquation (i). 
On aura alors 

ip{n\ . . . , j?', F, , . . . , (o,_,v^^, , <F,) = d^x^, 

Comme 

4>[t,x,) = Ä(/, Ä', . . . , J?% F, , . . . , (o,_,F,_0 

est différent de (p{t^x^)^ il faut que x^ soit une racine différente de tous 
les O^x^, Écrivons donc 



En mettant 



x^ = O^x^, 



y, = fl(< , Ä', . . . , J?' , F, , . . . , ö>;z' F,_o, i^ = I. . » 2^.-1 • 
cliaque fonction cyclique de y,, . . . , y^^ , est indépendante de F^_i . L'équation 

(y — y,)(y — yj • • • (y — y^J = o 

sera donc une équation abélienne dans le domaine de rationalité B\ . . . , Ti', 
Fj , . . . , F^^_2 , ce qui nous permet d*aflfirmer que 

(8) y, =^(y., ii', ...,«',>',, ..., v^^,), 

~X désignant une fonction rationnelle. 
Mais réquation 

//(:r,Ä\...,R%F,,..., F,_,) = o 

est évidemment irréductible dans le domaine de rationalité R\ . . . , R\ 
^1 ' •••) ^^q ly ^ö q*^^ 1'^!^ prouvc aisément, en observant que F^* — Jp, est 
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irréductible dans ce domaine, et quc i)^ est un nombrc premier. L'equa- 
tion (8), qui peut etre eerite 

a doiu! pour conscquence 

4>(t,d,dx,) = 'x[4>{t,ex,), H\.,.,n',v,,,.., f,_j = <p{t,o,x,). 

De cette dernifere relation on conclut enfin que Ton a 

O^dx^ --^ff^d^x^, 
Les développements de la paj^e 320 noiis perniettent alors d'affirmer que 

X désignant une f onction rationnelle de 2?' , . . . , 72' , / , rCj . De Téquation 

on conclut en outre que 

et ainsi de suite, de sorte que Ton obtient 

A'"-'(y,) = y„ 

ce qui nous donne 

ou que 

0p*-' Xi = 0^ Xi , Ä= nombre entier. 

Mettons maintenant ö^^-^F^-a a^^ liöu de F^_2 dans les expressions de ^ et 
de H, La fonction Vg_i se change en Vg-i, x^ en x^ et Téquation 

se change en 

H{t,R\ ,..,R' , F, , . . . , w^_2F^_2 , (Og_^Yq ,) 
-= X[H{t , /r, . . . , /{', F, , . . . , cw, _,F,_,, F,_i)] 
= X<!^{t,x,) 

= 4^{t,d,x,y 
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On aura de la raéme maniére 

= [//(/, 7?', . . . . , 7?', F, , . . . , a),.,V,..,,a},_.,V,^,)] 

= ^;(/,öi.r3) 
et en j^énéral 

ir{t,R\...,R',V,,..., «>,_, F,_, , <«;_, F, .,) = 0(< , <?I^,). 
Formons enfin la fonction 

^= Til (t, , ^ , /i , . . . , /i , r 1 , . . . , r ^--2) 

ou nous supposerons pour plus de simplicité, que la fonction F^_2 soit 
réellement contenue dans //j. 
On aura alors 

^i(^ ) < ) ^3) = ^A(^ , < , Ä', . . . , JR' , F, , . . . , cw^., F^_2). 

Les fonctions ^,(/, , ^ , 2^3) et ^,(<, , < , a:,) nétant alors pas identiques, il 
s*en suit que x^ est une racine différente de tons les 

ff^d{x^ , a , ^ désignant des nombres entiers. 



Mettons 



^3 = ^3^1 



et envisagcons une fonction cyclique des quantités 



> 



on sait qu'une telle fonction est une fonction rationnellc de R\ ...,iJ', 

Fj, ..., F^_g, ce qui fait voir que les quantités ^(^i,^,^5^i) sont les ra- 

cines d*une équation abélienne a coefficients rationnelles en 22',..., 22', 
F F 

'^ 1 J • • • ) '^ q—Z • 

On aura donc 

(9) M^y , < . ö^^i) --- /i(^,(/, , ^ .'Ti) , B', . . . , Ä' , F, , . . . , F,_3)). 

/i désignant une fonction rationnellc. 
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Or chaque fonction H{t , 72', . . . , 7i* , F, , . . . , (d\^x ^q-\) étant irréductible 
(lans le domaine i?', . . . , i?', F, , . . . , F^_i, on conclut que la fonction 



Pi I 

n 



n/y(/, 72', . . . , 72', F, , . . . , w\_, F,_0 = //,(o, ^ 72', . . . , 72', F, , . . . , F_,) 



est irréductible dans le domaine de rationalité 72', . . . , 72', F, , . . . , V^_^, 
JVéquation (9) est par conséquent satisfaite si Ton y remplace re, par Tune 
quelconque des racines d^d'lXy, 
On aura alors 

D'une maniére analogue on obtient 

Ces deux équations mettent en évidence que les équations (6) et (6') 
ont lieu. 

Les autres relations (7) se démontrent d'une maniére analogue, et Ton 
peut enfin affirmer qu'elles constituent les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que F{x) soit résoluble algébriquement. 

Ces équations (7) sont évidemment identiques ä celles que Ton obtient 
par la méthode de G A lo is. 
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SUR L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINÖMES 



PAR 

W. KAPTEYN 

k UTRECHT. 



En désignant par y nne fonction algébrique de la variable re, définie 
par réquation algébrique irréductible 

ip[x,y) = o 

Abbl a démontré qne, si Tintégrale Jydx est elle-méme une fonction 

algébrique de re, elle est exprimable par une fonction entiére en y dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de x. Dans les pages sui- 
vantes nous nous proposons de faire une application de ce théoréme re- 
marquable qui compte avec quelques autres théorémes de Téminent mathé- 
maticien Norwégien, panni les sources les plus fertiles du calcul integral. 

I . Supposons que Tcquation ^{x ^y) = o se réduise ä la f orme 

(I) y' = F(«) 

q étant un nombre entier et F{x) une fonction rationnelle de x\ dans ce 
cas le théoréme cité nous apprend que, si Tintégrale jydx est une fonction 
algébrique, on aura 

(2) Jydx = yf{x) + const. 

oti f[x) reprcsente une fonction rationnelle de x, Évidemment Téquation 
(2) ne sera pas remplie si Ton choisit pour F{x) la fonction rationnelle 

Åeta fnatfmnatiea. 27. Imprimé lo 22 janvier 190B. 42 
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la plus générale. CherchoDS donc la forme la plus gfénérale de F(x) qui 
s*accorde avec la condition (2). Pour y parvenir, différentions les équa- 

tions (i) et (2) et eliminons -7^. De cette maniére on obtient 



dx 



{'-m 



ou 

(3') fkriiwi-^'^'^'^^- 

Posons, dans cette équation pour f{xYF{x) la fonction rationnelle la plus 

générale 

f{xyF{x) = B[x — a^y^[x — a,Y^ .,{x — «,r 

= n (.T — a^' 

ou B , öj , a, , . . , a, représentent des constantes arbitraires et gTj , a^ , . . , ot^ 
des nombres entiers positifs ou né^tifs. En substituant cette valenr dans 
réqaation (3) celle-ci se réduira a 

i-/ 1=/ , 

Ai 






qui fera connaitre la forme la plus générale de f{x) saccordant avec la 
forme adoptée pour f{xyF{x). Cela pose, Téquation (3) donne la forme 
cherchée de la fonction F{x). 
En effet, on aura 



£"«^w='/r^+»si'^i 



X (Ii 



OU, par integration 

il . \q I-/ 



p(^)-'^\t^jB^-^r, 



C dcsignant une constante arbitraire. 
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De cette discussion il résulte que si y satisfait ä nne équation de la 
forme (i) et si la fonction jydx est algébrique, y doit admettre la fonne 



t / . i-l 



Ai 



(4) y -=C^ ^-^ n (o; - ar 

oii qAi représente un nombre entier. 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car si y admet la forme 
précédente, on aura 



(5) Jydx==C-n.{x-ar. 

2. D apres les considérations précédentes, pour savoir si Tintégrale 

jydx^ oii y satisfait a une équation (i), est algébrique, on n*a qu*ä exa- 

miner si y est réductible a la forme (4) ou non. 

Cest ce que nous allons faire pour Texpression binöme 

(6) y^{x — aY{^ + r-c + • • + ^? 

en supposant 

1*^ que Téquation 

(7) ^ + r^ + . . + Aa;« = o 

n*admet que des racines inégales öj , a^ , . . , a^ ; 

2® que a est une constante différente de ces racines; 

3° que m et n sont des nombres entiers, dont le dernier est positif; 

4° que p est un nombre fractionnaire, dont le dénominateur est le 
nombre entier q. 

D 'apres ces suppositions on voit que Texpression (6) satisfait a une 
équation de la forme (i). 

Comme les quantités a, dans la formule (4) sont toutes différentes, 
supposons qu'ils contiennent les racines de Téquation (7) et encore une 
serie a^^, , a^^^ ^ . . ^ ai d'autres. 

En identifiant maintenant la fonction (6) avec 

\x — rt, X — O, X — ttn X — a,+i X — a,/ 

y.{x — a,)''(x — «,;-*' ..{X — aX'{x — a.+i)''-*' ..{x — a)^ 
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il est evident que cette expression doit rester invariable quand on permute 
les racines »i , t?, , . . , a„ de toutes les maniéres possibles. 
Il s*ensiiit qu'on doit avoir 

Or, parce que 

/5 + r^ + • • + ^" = -^(^ — «i)(^ — ^s) • • (^ — ^n) 
on anra 

— ^— H — ^- — h . . H — ^— = 4-kifi + r^ + . . + r^""); 

« — ör, « — a, ' « — Un dx ^^' ' ■ / / J 

par suite la forme précédente se réduira ä 

Or^ r-h2åx + .. + nÅx^-' An^i Al I 

X{^ + po+.. + Xxy^ {X — «„+0^"'^ . . (^ — «/)''^ 
Cette forme ne saurait étre identique avec la fonction (6) å moins que 

A, = i+p. 

En effet, on voit d^abord que A^ doit étre différent de zéro, parce que 
dans le cas contraire les deux membres de Tidentité supposée ne pré- 
senteraient pas les mémes points critiques. On trouvera donc 

(X a) -^^,LA ^ + ^.;, + .. + ^n +^_a.^, + " + x^aij 

X (/9 + r^ + . . + ^^^»-"-'(0; — a.+O''""'- • i^ — ^iY'- 

Remarquons ensuite, que le premier membre de cette équation est indé- 
pendant de öj , öt^ , . • , ö„; il faut donc que Tordre A^ — p — i des zéros 
ou des poles ^i , »j , . . , a„ du second membre soit aussi zéro. En intro- 
duisant cette égalité, Téquation précédente s écrit 

X (ys + r^ + . . + ^")(rc — a,^,Y^' ..{x — a,)^^ 
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Le premier membre étant ici une fonction rationnelle, les quantités 
-4,^.1, ..,-4, doivent représenter des nombres entiers; et comme le premier 
membre admet un zéro ou un p61e d'ordre m, selon que m est un nombre 
positif ou négatif, il faut que le second membre présente le méme caraetére. 

Posons, pour satisfaire å la derniére condition 

et 

Afi 4= o. 
Dans cette supposition on aura 

Si, au contraire -4»+^ = o, le second membre ne saurait admettre le point 
a comme p61e, tandis quun zéro d*ordre m ne serait pas impossible. Il 
faut donc distinguer deux cas efexaminer sous quelles conditions les iden- 
tités suivantes peuvent exister. 

X (i? + r^ + . . + h:r)[x — o>)[x — a,^,)^-^' ,\x — a,)^' 
et 

X (/? + r-» + • • + Aa;")(a; — a,+,)''*^' . . (.c — a,)^' 

m étant un nombre positif dans la derniére de ces équations. Comme les 
premiers membres de ces équations ne présentent plus de zéros ou de 
pöles dans les points a^+a: • • > ^/) il f^^t que Tordre des zéros ou des pöles 
^»+3 ) • • > ^/ dai^ lös seconds membres soit aussi zéro. 
Par suite 

-^/i + 2 I = . . = -4;_i = O. 

# 

Si donc on pose 

(x — a^^^) . . (j; — o,) = a;' + ^,a;*-' + . . + ^^ 
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les équations (I) et (II) se réduisent aux suivantes 






« — a 






X 1/9 + r-^ + . . + Aa;")(rc — a)(a;' + A.x"-' + . . + J,) 



et 



(9) (^_,,)-==..__['(i+^,) 



^' f/ I , r + 25« + . . + w>la?"-i 



fi + r^ + '. + ^x' 



■^ \t» + ^,«»-i + .. + Ai J 



X (/9 + r-^ + . . + Ar/*)(a;^ + A,x'-' + . . + ^,). 

La discussion précédente suppose que le polynome rr' + /li:t*^ + .. +-4, 
n*admet que des racines simples a„+2 , . . , «/ différentes de »j , a, , . . , «« et 
a. Or, réquation (8) ne saurait étre remplie par un polynome 

a racines multiples. En effet pour une telle racine ce polynome et sa dé- 
rivée s évanouissant simultanément, le second membre se réduirait å zéro ce 
qui serait absurde. 

De méme ce polynome ne saurait admettre une racine simple a^, a,, .., a„. 
Quant ä Téquation (g) il est également impossible que le polynome ad- 
mettrait une racine multiple différente de a, ou les racines simples a^ a,, .., a, 

On conclura donc que Tintégrale fydx étant algébrique, il doit étre 

possible de satisfaire a une des équations (8) ou (9) par un polynome 

x^ -{• A^x^~^ '{' . . -\- Ai ne contenant point de racine a. 

Eéciproquement, si la condition (8) est vérifiée, Tintégrale s'écrit 
d'aprés (5) 

(10) fydx = ~[^ + r^ + . . +Xxy^^{x — ar-{:x' + A.x'-' + . . + ^i) 
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et, si la condition (9) est remplie 

(I I) fydx = .,^- (/9 + yr+..-\- rx'y^'(x' + A,x'-' + .. + A,). 

3. En appliquant la méthode précédente au cas ordinaire 

on obtiendra aisément les resultats suivants. 

L^intéo^rale fydx sera seuleiuent algébrique dans les deux cas suivants 



i*^ si 



m + I , 



11 



et alors 

.I+m 



(l+m)a^ ^ l^m+l + rn m + \ + (r — \)n m + \ + n a"" 



2° si 



n 

et alors 



iti + I 



J '^ n{l + p + r)b^ * ^ I p + r h 

^^, + r— I>+ r6' •• ^^ 'f p + r^, ^ 2' i^ + rh\\' 

4. En supposant 

y = a;"'(a + 6a;" + ca;'")'' 

on trouvera que Tintégrale est seulement algébrique en trois cas. Les 
resultats sont ici plus compliqués et se présentent sons les formes suivantes. 
1° Si 

m + I 



11 



+ 2p = —2—r (r^l.«,8...) 



336 W. Kapteyn. 

et si les r -{■ i équations linéaires å r inconnues 

ncA^ +(i +p)nb = o, 
2«cJj, + (2 + p)nbA^ — (i -{-m -\-rn)a='0, 
3ncAt„ + (3 + p)nbA,^ — [i + m + (r — i)n}aA, = o, 

rncA„ + (»* + i))«M(,_,), — (i + w + 2n)aA^r-,), — o, 
(i + r + p)nbA,, — {i +m + n)a^(,_,), = o 

sont compatibles, on aura 



2° Si 

«i + I 



)i 



= 2 + r (r=I,S ) 



et si les r -|- i équations linéaires ä r iaconnues 

(2p + r + i)cA, + (p + r + 1)6 = 0, 

{2p + r)cJj„ + ip + r)bA, + ro = o, 

(2p + r— i)c^„ + {p + r— i)bAj„ + (r— i)a^, = o, 

{2p 4- 2)C^™ ■h{p+ 2)fti4(^,), + 2aJ(,_,), = o, 

{p + i)6J„ + aA^r-i)n = o 
sont compatibles, on aura 

fy^'' = (2p + r + 2)H (** + ^^" + ^^'")"''(«"' + ^«^^'""" + • • + ^r,). 



{2p 

3° Si 



2A; + 1 

p = , (*-i, ».»,..) 

m = k^n — I , (t, =1. «...,?*) 

r = 2Ä: — I 
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on aura 

fydx = ^^{a + bx^ + cx'y^P{x^'^ + A„x^^-'> + . . + ^ J 

G 
oil les quantités -^- , A, , A^^ , . . , A„ satisfont aux r + i équations li- 

néaires, dont tous les seconds merabres a Texception d'un seul, sont zéro 

— cA, + ^b = o, 

— 2cA,„ + (^ — i\bA^ + ra = o, 

— 3C^»+ (| — 2JJ^, + (r— i)a^, = o, 



v 



Pour plus de détails nous renverrons å notre mémoire sur ce sujet, inséré 
dans les Comptes Rendus de TAcadémie des sciences d 'Amster- 
dam, 2** serie, t. 17, p. 92. 
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SUR UN POINT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS GÉNÉRATRICES D'ABEL 

PÅK 

M. LERCH 

å FRIBOURO (KUISSE). 



Dans les Sitzungsberichte de TAcadéinie de Berlin pour Tannée 1885 
Weierstkass a démontré un théoréme auquel on attribue une grande im- 
portance, å savoir que toute fonction continue d'une variable reelle peut, 
pour toutes les valeurs de eette variable contenues dans un intervalle fini, 
étre représentée pai* une serie uniformément convergente dont les termes 
sont des fonctions entiéres. 

Présenté sous sa forme la plus simple ce théoréme n'a apporté rien 
de nouveau ä ceux qui avaient aceepté sans eritique la méthode d'inter- 
polation pour les fonctions arbitraires. Mais eette derniére méthode n'étant 
pas établie avec une rigueur suffisante, le théoréme de Weierstrass signifie 
un grand progrés dans la théorie de la representation analytique des fonc- 
tions, malgré la circonstance que sa méthode parait échapper ä la pratique. 

Dans deux notes qui ont paru dans les mémoires de TAcadémie de 
Prague^ j'ai fait usage du théoréme de Weierstrass pour établir un 
théoréme fondamental de la théorie des fonctions génératrices d'ABEL, dé- 
finies par les intégrales de la forme 



00 



(i) J{a)=fe—'^{x)dx, 



* Rozpravy äeské Akademie, 2* classe, T. I, n" 33 (i^Q^) ^^ ^- ^> o" 9 
(«893). 

Ada mathematiea, 37. Ixupriiué le 22 Jauvier lUU). 
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la fonction (déterminante) f>{'x) étant supposée indépendante de la quantité a. 
Dans son mémoire posthume ' le grand géométre ne s'est pas bomé å cette 
forme spéciale des fonctions génératrices, mais c'est cependant elle qui avait 
surtout attiré Tattention des géometres. Nons verrons qu'a une fonction 
génératrice donnée ne corresponde pas toujours une fonction déterminante, 
mais notre attention est consacrée surtout a la question si, lorsque la dé- 
terminante existe, elle soit unique. Cest en effet cette question qui parait 
la plus importante pour les applications et nous avons démontré, dans les 
notes citées, que la réponse est affirmative. 
Mais réquation en question 



a 00 



(2) fe-"<fy{x)d£ -^fe-"<p«{ji-')dx 



revenant a la suivante 



(2') fe-"'y{x)dx = o 



o 



oii ^{x) = ^i{x) — f^i{x) , nous sommes amenés ii la question quand Tin- 
tégrale «/(a) s*annule. Nous verrons que si Téquation J{a) = o est satis- 
faite par une infinité de valeurs positives de a qui förment une suite 
arithmétique a = b -]' km (m = o , i , 2 , . . .) , on aura en general ^^{x) = o , 
une exception ne pouvant se presenter que pour des valeurs de x qui 
constituent un certain ensemble intégrable. C*est de ce théoréme general 
que résulte Timpossibilité de mettre sous la forme (i) les fonctions 

sinka, ^os År«,^^^^^- , (*>o), 

car elles possédent une infinité de zéros positifs qui förment des series 
arithmétiques. 



* Oeuvres, edition Sylow et LiE, p. 67 et siiiv. 
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I. 

Je commence rexposition des resultats annoncés par une demonstration 
élémentaire du théoréme de Weierstrass. Celle que j'avais adoptée en 1892 
consiste en ce qu*on inscrit ä la courbe qui représente géométriquement 
la fonetion y = f{x) une ligne brisée polygonale ä des arrétes suffisamment 
petites et qu*on développe la fonetion définie par Tordonnée de eette ligne 
polygonale d^aprés le théoréme de Fourier. Mais le point de vue sous lequel 
je me place aujourdhui est que le théoréme de Weierstrass est d'une nature 
plus élémentaire que les raisonnements classiques par lesquels Lejeune- 
DiRiCHLET avait établi le développement de Fourier et que, dans un enseigne- 
ment convenablement arrangé, on peut pour les applications analytiques les 
plus elegantes substituer au théoréme de Fourier un autre plus particulier et 
plus facile ä établir. L'espace me manque pour en parler davantage et je 
me bome ä indiquer succinctement la demonstration que j*ai en vue. 

Au moyen des formules 



00 



tt-1 ' 



et 



x^ — X 



. i X^ COS 2(1X7: i ^ ^ \ 



on vérifie aisément que sous les hypothéses o < x^< x.^ < i Texpression 
suivante 

y, sin 2y;r(x — x^) — y, sin 2]/n(x — x^) 



(3) x(a.r'^')=i(x,-^,)(y.+y.) + É-^- 



IfTt 



00 



I y, — y, ^ COS 2vn(x — x^) — cos 2uv(x — X,) 






2x, — X. ^ v*n 

représente la fonetion linéaire 
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lorsque la variable x est intérieure ä Tintervalle (o?, . . . a?,), tandis qu'elle se 
réduit a zéro pour les points qui lui sont extérieurs en restant intérieurs a 
rintervalle (o... i). La representation géométrique de la fonction (3) se 
compose donc du segment de droite 31^31^ qui joint les points M^{xi , y^) et 
^2(^« j y») öt de deux segments de laxe des abscisses (o . . . a?i) et (aJj . . . i). 
Cela étant, soient oTq ^ x^ , x^ ^ - - , ^n des quantités reelles qui satisfont 
aux inégalités 

o < Xq < Xi < X2 < ^ . . < X^^i < ^n ^^ , 

et faisons-leur correspondre des quantités reelles choisies ä volonté y© » ^i > 
!/7 i • ' } Vn- t)n aura de la sorte dans le plan n + i points M^ aux co- 
ordonnées respectives x^ et y« (a = o , i , 2 , . . . , n) , lesquels définissent 
une ligne brisée polygonale MqM^M^ , . . M„ que je désigne par L. La 
somme suivante des quantités telles que (3) 



/'(^ ) 



est, en general, égale a Tordonnée du point de la ligne L correspondant 
a Tabscisse x. Une exception pourra avoir lieu pour les points des inter- 
valles (o . . . rCo) et [x^ . , , i) oii la quantité y s'annule, et aux sommets 
MqMi . . . M„ de la ligne L. 
Je désigne par 



L 



(I XqXy . . . .7'„\ 
a; ) 



cette quantité y et j'ob8erve que Ton a 



/ iCoiC, . . . x\ 1 "-' 
■t/ ( a; , 1 = ; Z (y« + y«+i)(a;a+i — ■»«) 

V yo^i • • • yJ ^ «=• 



VD 



y^ sin 2vn{^ — x^ — y„ sin 2vn{^ — x^) 



vn 



00 n— 1 
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Ici évidemment le second membre reste continu tant que XQ<x<x^y d*oti 

(\ X X \ 
x\ * " ) donne Tordonnée de la ligne L méme 

|yo ...y,./ 

aux points M^M^ . . . M^_^ . Sous Thypothfese Xq<x< x„ on peut ef f ectuer 
la sommation de la premiére serie et il vient 



(4) 



/ ^XoX,...xA /I , \ . /I . \ 



+ ; Z (y. + ya+i)(aj«4-i — ^a) 



II— 1 



Je prendrai désormais ä^o = o , rr^ = i , de sorte que la ligne L recouvre 
tout Tintervalle (o . . . i ) et j'observe que le second membre reste continu 
dans tout cet intervalle sans exception. Gette expression (4) sera alors 
partout égale a Tordonnée de la ligne L, 

Ce point établi, la demonstration du théoréme de Weierstrass s^achéve 
comme dans ma note de 1892. Soit en ef fet f{x) une fonction continue, 
définie dans Tintervalle (o... i), choisissons sur la ligne qui représente 
cette fonction un nombre assez grand de points suffisamment approchés 
3/, 3f, . . . i>/,__j et soient Xx<x^< ... < x^^^ leurs abscisses, en supposant 
.7?, > o , ir^_i < I . En prenant encore rro = o et rr„ = i et posant y« = f{x^ , 
la quantité (4) formée au moyen de ces valeurs-la sera telle que la différence 



fix) 



(XqX\ . . . Xn\ 



serä en valear absolue plus petite qu'une quantité - donnée d'avance. 

Cela étant, arrétons la serie infinie qui figure au second membre de (4) et 
qui est uniformément convergente, ä un nombre fini k de termes, dont on 
dispose de la sorte que le reste de la serie qu'on obtient ainsi soit en valeur 

absolue plus petit que - ; en désignant par L^ix) la quantité qui résulte 

o 

de (4) en supprimant le reste en question, on aura donc 

\L{x)-L,(<t)\<-^, 
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et rinégalité précédente 



\ncc)-L{x)\<l 



permet de conclure 



28 



\f{:r)-L,{x)\<'-^. 



La quantité L^{x) est une expression finie de la forme 

Lt{x) = [f{o) — A0)(- — ^) + -4o+ Z(-4^cos2j;rc;r+ B», sin 2va;;r) 

et on a par conséquent ce théoréme que toute fonction continue dans 
rintervalle (o . . . i) peut étre représentée, avec Tapproximation donnée, par 
une expression telle que L^{x). Sans m'arréter ä des applications qui ont 
quelque importance méthodique je me bome ä observer que L^{x) étant 
une fonction transcendante entiére, on pourra arréter son développement 
par la serie de Mac Laurin ä un certain nombre de termes de la sorte 

que le reste sera, pour o<x< i , plus petit en valeur absolue que - . 

La fonction L^{x) sera ainsi remplacée par la fonction rationnelle entiére 
G{x) telle que 

\L,{x)-G{x)\<^^ 

et il 8'ensuit 

\f{x)~G{x)\<o\ 

Donc, f{x) étant continue dans tout Tintervalle (o . . . i), on pourra prendre, 
le long de cet intervalle, G{x) comme la valeur approchée de f{x)y Terreur 
étant dans tout cet intervalle plus petite que <?, c'est ä dire qu'une 
quantité donnée d*avance. Cest le théoréme de Weierstrass sous sa forme 
la plus simple.^ 



/ X X \ 

* Je me réserve de revenir sur le role que jouit la fonction Llx ^ ' ' ' " J dans 

\ t/- ... t/- -^ 

la thoorie de In representation des fonctions discontiniies. 



• • • 
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II. 

Soit maintenant fp(.r) une fonction rdelle de la variable reelle .r, de- 
finie dans tout Tintervalle (o . . . oo) et telle qiie rintégrale 



QO 



(5) J[a) = fe-y{x)ds 

O 

existe pour une certaine valeur a = c. Je vérifie d*abord qii'elle existe 
alors pour toute valeur de a plus yrande que c. En effet, J(a) est la 
limite pour w infini de la quantité 

J{a^ w) = f e~*" f' (x) (f(r. ^ 

o 

et en posant ry ^^ f + a' , rj' > o , puis 

z 

.p{x)=fe-"ip{z)dg, 

O 

^{x) sera finie et continue et la limite pour x infini est, par hypothfese, 
une quantité bien déterminée f/(c) . On en conclut en intégrant par parties 
Téquation 

IT 

J{a^w) =- ^'(M;)e—'" + a' f(}f{x)e-"''ilx 



O 



d'ofi pour w infini 

oc 

(5») J(o) = {a — c)fe-^''-'^<f>{x)dx , 

O 

ce qui démontre Texistence de J{a). 

Si la fonction J{a) »'évanouit pour une infinité de valeurs positives 
formant une suite arithmétique a = & + /ia (/i = i > 2 , 3 , . . .), il résulte 
de (5°) que Tintégrale 

U 

Aeta matktmatiea. 27. Imprimé le ?G janvior 100:i. ^4 
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s'évanouira pour les valeurs a' = h — c + [xa également en suite arithmétique 
et Ton aura 



00 



fe-'^'"e-^'''^''(p{x)dx = o 



0« = 1,2,8,...) 
O 



(fi=i,i,s,...) 



équation qui apres la substitution e '^ = z prend la forme 

1 

(6) /^-';f(;er)rf;er = 0, 

O 

en posant pour abréger 

;,W = e'?'«V(ilogi). 

Gette fonction est évidemment finie et continue dans rintervalle (o... i) 
puisqu^elle est infiniment petite avec z, c'est a dire pour x infini, si Ton 
suppose, ce qui est permis, que b>c. 

Gela étant, choisissons une constante d d*une petitesse arbitraire et 
formons la fonction rationnelle entiére G{z) dont Texistence a été établie 
plus haut, c*est ä dire telle que Ton ait 

\X{^)-G{0)\<r7; 
posant 

G{Z) = 00 + «i^ + «3^' + • . . + »m^*", 

ccrivons Tinégalite précédent^ sous la forme 

(7) G{z)=xi'')-»o\{-i<»<i), 

ou fl est évidemment une fonction continue. 

Cela étant, on tire de Téquation (6) en y faisant successivement 
/£ = I , 2 , . . . , w + I ®t ajoutant apres avoir multiplié par öTq , ör, , ffj , . . . , a^ , 
Téquation suivante 

o 

Faisant usaq^e de la valeur (7), j'en tire 

1 1 

fx(z)'(h^f7ffixi^)ff^ 
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d*ou enfin 

fxi^rdz<df\x{z)\dz. 

O O 

Gette inégalité devient impossible, si /(^) n'étaiit pas identiquement nuUe, 
on prend pour (j une qiiantité plus petite que le quotient 

fx{^Ydz:f\xiz)\dz. 

O O 

11 faut donc que Ton ait partout /(^) = o, ce qui donne ^(x) = o, c^est 
å dire 

o 

pour chaque valeur positive do x. Cela exige que Ton ait, tout au plus a 
Texception d'un certain ensemble intégrable, partout ff(x) = o, 

On vient de dcmontrer le théoréme d'importance capitale annoncc plus 
haut, et qui 8'exprime: 

»Si rintégrale définie 

00 

J{a) =fe-''y{x)dx 

o 

correspondant a une fonction déterminante ^{x) intégrable, continue 
ou discontinue, existe pour une eertaine valeur de a, elle existera 
pour toute valeur plus grande. Elle ne peut pas sannuler pour une 
infinité de valeurs positives de a qui förment une suite arithmétique 
sans que Ton ait identiquement J{a) = o et, en general, ^(a;) = o.» 

Soit maintenant f{a) une fonction de la variable reelle et positive a, 
qui a partir d'imc eertaine limite reste finie pour chaque valeur finie de a 
sans étre identiquement nulle. Alors les produits 

f{a) sin ka , f{a) cos ka , j,^^ ^ ^^ , 

formés ä laide dune constante positive t, ne pourront pas étre mis sous 
la forme de Tintcgrale (5) pour a variable et illimité, car ces fonctions de 
a posscdent une infinité de zéros formant une suite arithmétique. 
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Soit maintenant J{a) Tintégralo (5), je dis qiie si Tuquation 

(a + ryj(a) = k 

peut ctre satisfaito pour une infinjté de valeurs de a formant une suite 
sirithmétique, k y r ^ s ctant des constantes dont la derniére soit positive, on 
aura nécessairement 

Car en effet notre équation s écrit 

CO X 

k 



I— rx>««— 1 



Je-'''(p[x)dx = p^n/ö^^'"^'^^'""'^^^ 



et le reste de la demonstration est evident. 

Il y a des propositions analogues au sujet des expressions 



(a' + ftV(«), («+^)«^(«) 



et plusieures autres. 



III. 

Les applications du théoréme fondamental qu'on vient d'établir sont 
nombreuses, mais Tespace manquant, je me borne a une seule. Je veux 
obtenir la valeur de Tintégrale 



00 



^[ 



. C . /sz . \x* ^ dx 

u,B)-- j 8111 (^- + ewa;] p_^- ^, 



pour £ — ± I » u étant réel et positif, tandis que 5 peut étre complexe, mais 
sa partie reelle restant positive et ne dépassant pas deux. 
Pour ee but je considere la fonction génératriee 

Jr=f0{u)e ""du 
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qui a pour valeur, conime cela se voit aisément, rint^rale définie suivante 

T. 871 r ^^ I » 87t r 7f'^^dx 

2 J (a* + x^i + x') ' 2 J (a' + x*X\ + x') 

o o 

En faisant usage de Tidentité 

L_. = -^-l-^ L_\ 

puis employant les fbrmules 



— 1 



c" + x* ~" r~»;r ' / c* + X* "" 



;rö'" 



2 sin — •-' 2 C08 — 

o 2 " 2 

pour c = a et pour c = i , nous aurons 

ou bien 

2 \a — e a' — i / 
Dans le cas ou e = — i on a 



2a + I 2 J ' 



ce qui démontre la formule de Caucht 



00 



(8) 






Le deuxieme cas, oii £ = i , donne le resultat un peu plus compliqué 



2 \a — I a' — 1/ 
n I ^ I 
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et il s ensuit la formule que nous avons obtenuo dans le »econd mémoire 
cité plus haut 

X 

19) / sm h i(x)-^ -, == -e" — n > 7^7 ; r . 

o 

En ajoutant et retranchant avec la formule précédente on obtient 



. sn I CO8 ux ._i , , o 

2 Sin — / , "i X ax = ;rcos nyp a — no 

o 

X 

SK r B\n UX .t j . , o 

2 cos — / — : ^x ax = TTum nyp u — tto 
2 / i+x* *^ ^ 



* ^2w+2-* 



^^ J'?2v 4- ^ — «V 



v^O 



r(2v + 3 — «) 



En prenant les dérivées par rapport a 5 des deux membres dans les 
équations préeédentcs et en posant 6=1 ou s = 2 , on obtient les formules 
que ScHLOEMiLCH a donnees au sujet du logarithme integral. 

En mettant a au lieu de 2 — s et f aisant pour un moment 



00 



fi^^)=lliXaTV+-.V 



v = 

on aura évidcmment 

2 

cela étant, la fonction ^(u) peut se transformer au moyen de la formule 
d' Euler plusieurs fois retrouvée 






¥=0 i_ 
d'ou Ton tire 



u 



S = jj^- [e" f e-'x'-\lx + e-' f e^x"' dx] . 



'(a) 
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Changeant donc 5 en 5 + i nos formules deviendront 



(lO) 



X 

st: 
2eos~ 

2 



i X* C08 UX , , 



o 



T,/ - fe" Ce-'x-'dx + e- fe'x-'dx], 



GO 



. 87: r oc' sin W2; , . , 

2 sm — / . . (fx = — ;r sm hvp ti 

2 J I + .1* » ^ 
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SUR LA MÉTHODE D'ABEL POUR L'INVERSION DE LA PREMIÉRE 
INTÉGRALE ELLIPTIQUE, DANS LE CAS OU LE MODULE A UNE 

VALEUR IMAGINAIRE COMPLEXE 



PAR 

P. MANSION 

k (iAND. 



I. Ob/et de cette Note, La méthode d*ABEL pour opérer Fin version 
de la premiére intégrale elliptique de Legendre et établir les propriétés 
fondamentales de la fonction inverse est, croyons-nous, Tune des plus simples 
et des plus naturelles qui aient été proposées dans ce but. 

En general, Abel n'a considéré dans ses Mémoires que des intégrales 
OU des fonctions elliptiques de module réel. Mais il a fait remarquer que 
les resultats auxquels il arrive 8'appliquent le plus souvent au cas oil le 
module est imaginaire. »Ce théoréme, dit-il, en parlant de la double péri- 
odicit^, a lieu généralement quelles que soient les quantités e et c, reelles 
OU imaginaires. Je Tai démontré pour le cas oii e^ est négatif et c' posi- 
tif dans le mémoire précédent. Les quantités w , w' sont toujours dans un 
rapport imaginaire» {Oeuvres, tome I, premiére edition, p. 254; 2* edition, 
p. 404 — 405). Ailleurs »Les formules présentées dans ce qui précéde ont 
lieu, avec quelques restrictions, le module c étant quelconque, réel ou imagi- 
naire» [lbid,y premiére edition, p. 335; 2® edition, p. 528).^ 



* Los demiers éditenrs d*ABEL disent å ce propos: »Nous avons cherché en vain, 
dans les maniiscrits d'ABEL une indication de la méthode dont il comptait se ser vi r 
pour étendre ses resultats aux modules imaginaires» {Oeuvres, t. II, p. 319). 

Aeta nuUhématiea. 27. Ixnprimé le 30 mars 1903. 45 
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Nous nous proposons de montrer, dans cette Note \ que Ton peut 
étendre, d'une maniére naturelle, la méthode d^exposition des principes de 
la théorie des fonctions elliptiques d'ABEii au oas oix le module est une 
quantité imftginaire complexe. Pour abréger, nous supposerons le module 
Ä' de la forme pe""'^ p étant positif et a compris entré o et ;r. Si a était 
compris entré ;r et 2;r, le module complémentaire k'^ = i — k'^ serait de la 
forme p'e!^\p' étant positif et a' compris entré o et ;r. On peut donc 
faire, par rapport ä Ä'*, tous les raisonnements que nous allons faire par 
rapport ä Ä', dans les intégrales dont il est question dans les n°" 2 et 3. 
On trouve, en effet, en posant t^^=^\s^\{\ +5*)], 



/* di _ C ås 



't„» 



+ k''8 



et, de méme, en faisant s^ = 



I — / 



t ) 



r ds _ r dt_ 

o o 

Nous n^employons, dans les demonstrations qui suivent, que des prin- 
cipes tous connus d'ABEL et démontrés dans le Cours éCanalyse de Cauchy 
(i 82 i) ou, pour le théorfeme du n** 6, V, dans le Mémoire sur les inté- 
grales définies prises entré des limites imaginaires (Paris, De Bure, 1825), 
du méme géométre. 

2. Théoréme I. La courhe représentée^ en coordonnées rectangulaires, 
par Téquation t 

, ._ r dt _ 

^ ^^ J yJl—t\^T—kU'' 



^ Noas avoDS donné une esquisse du present travail (n^ 2 et 3» premiers alinéas et les 
remarques du n^ 4) dans les Annales de la société soientifique de Bruxelles, 1898, t. XXI, 
1 ^^ partie, pp. 90 — 9 1 , mais sans prouver que sn , en , dn sont des fonctions bien dé- 
terminées. — Dans le méme recueil, 1900, t. XXIII, i*" partie, pp. 55 — 57, nous 
avons traité le cas od k* est réel, mais non compris entré o et i . — Nous avons annoncé 
les resultats établis ici dans les théses 16, 17 et 18 annexées å notre dissertation in- 
augurale : Théorie de la muUiplicaimi et de la transformation des fonctions ellipH^ies (Paris, 
Gauthier-Villars, 1870). 
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ou k^ =yoö"*, p étant posUif, a compris entré o et tt^ t variant de o ä Vunité 
en restant réel et les radicaux ayant Vunité pour valeur initiaie, est cotnprise 

dans Vangle -{ir — a) cmnpté ä partir de l'axe des x et na aticun point double. 

Ij'arguraeiit de A' et, par suite, celui de l^^ étant a, celui de — Wt^ 
sera — ?r+ a; celui de i — F<^ sera compris entré o et — ;r+ «• L'argu- 

ment de ^7 — ik'/' sera compris entré o et — tt + a , ou entré ces mémes 

quantitées augmentees de ;r; mais on devra choisir la premiére valeur, car 
pour t tendant vers zéro, Targument de yjV — A»/» doit tendre vers Targu- 
ment de i; or, dans la seconde hypothése, Targument de ^T — Ä^l» tendrait 
vers ;r, c'est-ä-dire vers Targument de — i . L'argument de ^T^^ikV étant 

compris entré o et ;r+ «» celui de (i : y^i — ik'/') est compris entré 



2 



o et - -K a. 

2 2 



L'intégrale x -{-yi est la limite de la somme d'expressions (i : y/i —*'<*), 
multipliées par des quantités positives [dt : ^i — i*) ; Targument de cette somme 

et, par suite, de Tintégrale est donc aussi compris entré o et n a . 

La courbe est donc comprise toute entiére dans Tangle - (;r — a) compté a 

partir de Taxe des x, 

Posons ir + y* = ^^* > *' étant positif . Je dis que /9 et r croissent en méroe 
temps que t. En effet, la valeur absolue de Targument de i — U^l? croit 
de o a ;r — a quand t varie de o å cx) , comme on le voit en construisant 
le parallélogramme ayant pour cötés i et — ]^i?\ la valeur absolue de 
Targument de yj\—k^i* ou la valeur de Targument de (i : y/i — ikV) croit 

de o ä n — a , quand t varie de o ä cx) . L'argument de la somme des 

elements de Tintégrale et, par suite, celui de Tintégrale elle-méme croit 
donc avec t. 

La valeur de r va aussi en croissant avec <, parce que le module de 
la somme de deux ou plusieurs quantités complexes dont les arguments 

différent de moins de --tt est supérieure au module de chacune d'elles. A 

mesure que Ton considére un plus grand nombre d'éléments de Tintégrale, 
le module de leur somme et, par suite, celui de Tintégrale augmente. 
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Soit 

ylfSITkU^ = m + wi ou I — pf cos a — ipt^ sin a = #m' — n^ + 2 mni , 
(1*00 il résultc que 



2mn--- — //rsinot, =^ , 

' n 2m 



On aura 



/ m ni ,, tir . . dy m — wf* 

^ J \\ - t\w' + n*) dt ' dt y/i_ <«(^. + ^t) ' 



o 

a 



m pt* sin « ^ 

, --^ = ^——ir >0. 

dy n 2n' 



Donc a; croit en méme que y = r8in/9, quand t croit de o å i. 

Ija courbe x '\' yi =^ re^^ est donc telle que x^y^r.p croissent avec t 
et cctte courbe n'a aucun point douI)le quand t varie de zcto a Tunite. 

3. Théoréme II. La courbe représentée en coordonnées rectangtUaires 
par réquation 






OH k^ = pe"', p étant positif, a compris entré o et ;r, 5 vaiiant de o k -{- 00 
en restant réel et les radicaux ayant Vunité pour valeur initialey est camprise 

dans Vangle -a cotnpté ä partir de Vaxe des y, dans Vangle des x et des y 

positifs, et na aucun point double. 

L argument de A;' et, par suite, celui de k^s^ étant a, celui de i +k^s'^ 

est compris entro o et a; celui de y/\ + /c's' est compris entré o et -a, 

ou entré ces quantités augmentées de ;r; mais on doit choisir la premiérc 
valeur, parce que, pour 5 tendant vers zéro, Targument de ^i + ib'«' doit 
tendre vers Targument de i ; or, dans la seconde hypothése, Targument de 
ce radical tendrait vers ;r, c'est-å-dire vers Targument de — i . L'argument 

de yji + k* 8* étant compris entré o et -a, celui de (i : v^i + A;'«') est com- 
pris entré o et — a et celui de (i:Ji + k*s*) entré -;r et -tt — -a. 
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L'intégrale x' + y'i est la liinite de la somme d^expressions (i: yfT-i^^s^) 
multipliées par des quantités positives [ds : ^r+"«^) ; rargument de la somme 

et, par suite, celui de Tintégrale sera donc aussi compris entré -;r et 

-Tt a. La courbe est tJonc comprise toute entiere dans langle a 

compté a partir de Taxe des y. 

Posons x' + y'% = rV, r' étant positif. Je dis que p décroit et que r' 
croit quand s croit. En ef fet, rargiimont do i '\-]^s^ croit de o a a, 

celui de ^/i + A;'-^** de o ä a quand s varie de o ä cx), comme on le voit 

en construisant le parallélogramme ayant pour cötés i et ]^s'\ la valeur 

de Targument de (}\y[\ ^ i^s^) décroit donc de -n ä -;r a dans les 

mémes circonstances. Il en résultc immédiatement que Targument de la 
somme des elements de Tintégrale et, par suite, celui de Tintégrale elle- 
méme décroit quand s croit. 

La valeur de r' va en croissant avec s, parce que le module de 
la somme de deux ou plusieurs quantités complexes dont les arguments 

différent de moins de -n est supérieur au module de chacune d'elles. A 

mesure que Ton considére un plus grand nombre d'éléments de Tintégrale, 
le module de leur somme et, par suite, celui de Tintégrale augmente. 
Soit 

y/i + k^B^ = m* + n'i ou i + ps^coaa + t^os^sina = m'*^ — w'^ + 2m'w'/, 

d'ou il résulte que 



, , « . m p8 sm a 

2m n == ps^ sm a, — = ^ ., 



On aura 



X -]- u i = i I ds. 



dx' ^^ .dy m'i + n 

ds ^ rfs ~" y/T+~?{m"^ + n^) ' 



dy' m ps^ siu a ^ 

- = — =^ — > o 
dx n 2n'2 

Donc y' croit en méme temps que x' = r' cos p quand 5 croit de o a co . 

Ija courbe x' + y'i = r'€^^ est donc telle que x\y\r\ — p croissent 

avec s et cette courbe n'a aucun point double quand $ varie de o a Tinfini. 
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4. Théoréme III. Si Von fatt glisser parallélement n dle-ménie la pre- 
miére courbe {x , y) de maniére que son point initial (o , o) décrive la seconde 
{x' , y') , ou, inversenient, la seconde [x' , y') de maniére que son point initial (o , o) 
décrive la premiére {x ^y), chacune des deux courbes, dans son mouvement, 
balayera la surface d'un paraUélogramme curviligne, en m passant quune 
seule fois par chacun de ses points. 

Posons 



1 « 



K= i . '' Ki = i i -.^ J'-^.^ . 

J v/l — V^ y/l — kH'^ J v'i + »S I + k^s^ 

o o 

D'aprés la definition du paraUélogramme curviligne, ses points sob- 
tiennent en faisant varier < de o ä i , 5 de o ä cx), do maniére que x-\-yi 




varie de o ä JiT, a;' + y'i de o ä Ki^ x ^y ^x\ ;/' allant d'ailleurs sans cesse 
en croissant, comme on Ta vu dans les théorémes I et II. Un point quelconque 
de ce paraUélogramme sera donc représenté par x -\- yi -{- x' -\- y'i. 

Je dis qu'U est impossible que le méme point soit représenté par une 
expression de méme forme X + Fé + X + ^i ^ ^ -\- Yi étant un point de 
la premiére courbe correspondant å une valeur T de la limite supérieure 
de la premiére intégrale, X' + Y'i étant un point de la seconde courbe 
correspondant ä une valeur S de la limite supérieure de la seconde intégrale. 

En effet, Tégalité 

x^yi^ x'+y'i = X+Yi + X'+ Ti, 
ou 



a 



r di r ds __ r _jt^ . r ds 



+ k^s 



2 
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peut s'écrire 

/',....* =if ,- ".- -. 



8 



Or cette demiére égalité est impossible; car, on a vu, dans Tétude des deux 
courbes, que, ä n prés, Targument de la premiére intégrale est compris entré 

o et -TT a, celui de la seconde multipliée par i, entré -n a et -;r. 

Remarques. I. Il n*est pas sans intérét d'observer que si Ton pose 



on a 



~;r>B'>-;r— -a>5>o 

2 2 2 



et, par suite, 



'7r>B' — B>o. 

2 



H en résulte que 



^ = |g(«-^)' = |co8 {B' -B) + i^BmiB-B). 

Le coefficient de t, dans la valeur de {K'i:K), est donc positif. 

II. Dans le cas oö a est compris entré ;r et 2;r, et, par suite, a' 
entré o et ;r, on tron ve aisément que Ton a 

o>B> — -a\ -7r<R<7r — -a', -7r<B — B<n 

2*2 2 ' 2 

et le coefficient de i est encore positif. 

5 . Inversion. I. Posons, dans Tintégrale du n° 2 , < = sin jp , z^^x-^-yi. 
Nous aurons 



_ c d^ ^ 

J \l\ — Ic^ Hin* if 
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Si nous écrivons, comme dans le cas oix k^ est positif et inférieur å i , 

y = am ^ , < = sin ^ = sin am jgf = sn ^ , ^V — <« = cos ^ = cos am £? = en £?, 

v'! — krt^ = y^fi~—J'f~9\n^f> = AfP = A am j8f = dn ^, 

les fonctions sn^sf, cnif, dn^ seront des fonctions bien déterminées de ^, 
puisque la courbe {x , y) n'a pas de point double, et cela, pour toutes les 

valeurs de j^, de o ä ;r. 

Mais rien n'empéche de faire croitre f? indéfiniment ou de lui donner 
des valeurs néjfatives, le radical yjTZ-i^ de Tinté^ale primitive ayant tou- 
jours le signe de cos ^ . La variable z prendra des valeurs bien déterminées 
de o ä jST d'abord, puis de K k iK^ de 2K h, ^K, etc. et de méme de 
o å — fiK, n étant aussi grand qu'on le veut; la courbe {x,y) correspon- 
dante s^étendra jusqu*a Tinfini dans les deux sens, sans avoir de point double. 

Nous tirons immédiatement de la, comme dans le cas oix k* est positif 
et inférieur ä Tunité, les propriétés f ondamentales de sn , en , dn , quand sn 
est réely mais non le théoréme de Taddition: 

(1) sn^^ + cn^^ = I , k^sn^z + dn^;? = i ; 

(2) Dbhz = cnzåuZj J)cnz= -f^nzdnz, Ddnz = — A^sn^cn^; 

(3) sn( — z) = — sn;?, cn( — z) = cnZy dn( — z) = dnz\ 

(4) sn o = o, en o = I , dn o = i ; 

(5) sn 7f = I , cnK= o, dn A' = k' ; 

(7) sn{Z'{-2K) = — snjSf, cn(z+2K) = — cnZy ån{z -{■ 2K) = dnz. 

TI. Si Ton fait ^ = .s/, dans la premiérc intégrale, elle se transforme 
dans la seconde, considcrée au n° 3, savoir: 

r dt _ . /" (h 



o 



Dans eelle-ci on peut faire varier sans inconvénient .<? de o å co. 
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Posons 

z'i = te' + y'i , s« = Y^—i , ti = sin ^, 

il viendra 

s u ^ 

J \/l + sV^ + *^«* c/ yji—u^y/i— k'^u^ J y/i — k'^ sin^ ^ ' 

o 

On a immédiatement, d'aprés 5, I, en mettant le module k' en évidence, 



sin ^ = sn [z\ k') , cos ^ = en (/, k') , ^i — • k'^ lin^ij, = dn (/, A) . 

On a aussi 



(8) t = si = itangfff, y/i —t^ = y/i + s» = 



COS (p 



ff' 



, , Ji — k'^ sin V 

v/l — kU^ = Jl + kU^ = -r- 



COS ^ 



les signes des expressions en ^' dtant déterminées par la valeur initiale des 
radicaux. Si Ton pose 



t = sn {z'i , A;) , ^i _ /s = en {z'i , A;) , ^f— kU^ = dn (/i , k) , 

les fonctions sn {z'i , ät) , en (/i , ät) , dn (/i , k) seront des fonetions bien déter- 
minées de z'ij puisque la eourbe (i»'',y') n'a pas de point double, pour 

toutes les valeurs de 5 de o a 00 , ou de jp de o å - ;r. 

Les relations (8) donneront d'ailleurs, comme dans le eas oh k^ est 
positif et inférieur å Tunité, les formules de la transformation imaginaire 
d'ABEL et de Jacobi: 

(9) sn (//, k) = i ?^#4? , en (/t ,k)= ' 



J^/y; 7.x dn JX' , k') 

Eien n'empéehe de faire eroitre <p indéfiniment on de lui donner des 
valeurs negatives, les radieaux y/i — ^, >Ji — kH^ ayant toujours le signe 
de cos^. La variable z'i prendra des valeurs bien déterminées de o å Ki 
d abord, de Ki a 2K'i^ de 2K'i a 3Ä'f, ete., et, de méme, de zéro a — nJfi, 

Ada tfio/AemoMM. 27. Imprimé le 30 luam 190B. 4(] 
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n étant aussi o^rand qii'oii le veiit; la courbe correspondaiite (r', y') s'dtendra 
de o ä cx), dans les deux sens, sans avoir de point double. 

Nous tirons sans peine de ee qiii précfede, pour la variable z'i, les 
propricHés fondamentales exprimées par les équations (i), (2), (3) et, de 
plus, les sui vantes: 

(10) sn/ri = i.oo, cnÄ'i = co, ånK'i = k.cx); 

(11) sn (2f'/ + 2 K' i) = sn z'i , en {2' i + 2 TCi) = — en z'i , 

dn(// + 2li'i) = — dnzH. 

Dans ces formiiles, sn^V est imrement imaginalre, 

III. Soit f = ^ + /i, z étant une valeur quelconque considdrée au 
n° 5, I, z'i une valeur quelconque considérde au n° 5, II. Par definition, 
nous poserons (comme Abel Ta fait dans le cas ou k^ est positif et inférieur 
a Tunité), 
. . ^ sn, z en x'i dn x'i + sn x'i en z dn z 

(12) sn f = - — --- ' -, ., __o-T-rrr-^ 



cnf = 



I — /c- sn- z sn- ^ t 
en % en ä'* — sn ^ sn xi dn « dn ^'» 



I — Ä- sn^ Ä sn^ %i ' 

dn ;i: dn x'i — Ä- sn ;; sn xi en i;; en x-i 



1 — Ä- sn- X Bvr X % 

On déduit de la, comme dans le cas ou k'^ est ])Ositif et inférieur 
ii 1, pour la variable générah f, les propriétés (i), (2), (3), (7), (11), (9); 
de plus, les suivantes: 

(13) 8n(7f + K'i) = ^, cn(A:+ Ki) = — i^, dn(7t + /fi) = o. 

(14) sn (J + 2K + 2l\'i) = — sn e, en (^ + 2K+ 2Ki) = en f, 

dn (f + 2/1 + 2Ä'/) = — dn f , 

et boaucoup d*autres, en particulier, celles-ci: 

(15) sn(7ri — w) = — -^- , Qn{K+Ki — u) = —ir -, 

dn(/f— w)= --. 

dnn 
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La variable f considéréo ici est qudcouque. D^aprés sa definition nieme, 
on peut la mettre sous la forme 2pK -{■ 2p'K'i + ^^ ^ p et p' étant des 
nombres entiers positifs ou négatifs; ^\=Z\ + z\i correspond a un point 
du parallélogramme curviligne du n° 4, dont les coordonnées sont rr, + ^rj , 
Vi +yi ) si ^1 = -'^i +yi« represen te un point de la premiére courbe, z[ = x\ -\-y[i 
un point de la seconde. Puisque f, ne peut étrc egal a une somme de la 
forme z^ -\- z\i que d'une maniere (n° 4), Ics fonctions sn$,cnf,dnf sont 
bien déterminées. 

6. Infinis, zéroSy périodes de sn , en , dn; théoréme de V addition] sn jyeut 
prendre toute valeur. 

I. Des formules (i) et (12), il résulte (comme Abel Ta montré, quand 
k^ est positif et inférieur a Funité), que snc,cnf,dnc ne sont infinis que 
si sn^ =^ o, sn;2f'i = CO, ee qui donne 2j>Ä"+(2y + \)K'i pour les infinis 
de ces fonctions, ]} et p' étant des nombres entiers positifs ou négatifs. 

II. D -apres les formules ( 1 5), pour que sn [K'i — n) , en (Ar+ K!i — w) , 
dn(Ä' — u) s*annulent, il faut et il suffit que ti = 2pK -\- {2p' -\- i)K'i. 
Cett« remarque donne immédiatement les zéros des fonctions sn f , ene, dnc- 

III. Ces fonctions, par suite, ne peuvent avoir pour périodes que 
2Ä^, 2 K' i ou leurs multiples; car si elles en avaient dautres, elles auraient 
d'autres zéros et d^autres infinis que ceux que nous venons de déterminer. 

IV. Le théoréme de Taddition peut sétablir, dans le cas actuel, 
comme la fait Abel, quand k^ est positif et inférieur ii Tunité. Mais il 
peut aussi étre démontré algébriquement comme il suit: Quand Ä^ est 
positif et inférieur }i Tunité, on a identiquement, si S=a+^ + ;' + ^, 

sn (a + /9) en (y + S) dn (r + <?) + sn {y + o) c^(a + /?) dn (« + /?) 
sn .> - - - - - . ^ _ ^^ ^^^ ^^ ^ .^^-^^^ ^^ ^ ^^ - 

__ sn {a + r) cji (/? -f S) dn (^ -f o) + sn (/? + <J) en (a + y) d n (« -f f) 

et de méme pour cnS^jdnS, pourvu que Ton exprime les deux fractions 
au moyen des fonctions sn,cn,dn de a,^,;* et (h Les memes identités 
algébriques subsistent si k^ est imaginaire complexe, quand a et y9 sont 
des expressions de la forme z considérées au n° 5, I, ;• et <? des expressions 
de la forme z'i considérée au n° 5, II. Ces identités expriment évidem- 
ment alors le théoréme de Taddition pour sn (ci + ^2) > en (^j + ^2), dn (f ^ + ^j) , 

si Cl =a + r>f2 — /?+^. 
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V. Knfin, la fonction snc pcut prendre iine valcur quolconque A+/11. 
En effet, posons 



A+;4i 






kH* 



rintcgrale ctant prise le long d'une courbe continue qui ne passé par aucun 
des points + i , — 1,7, — t . On pourra représenter chacune des valeurs 

K fC 

dc rintégrale par uno expression f de la forme z -\- z'i^ z, variant de o a 
Z= 2pK+Z^^ z'i de o a 2p'K'i+Z[i^ p et p' étant des entiers positifs 
ou négatifs, Zj correspondant ä un point de la courbe du n° 2, ZJt ä un 
point de la courbe du n° 3 . — On a identiquement, en posant sn ^ = f , 



•D/ 



^ f"^^ jcnfdnf J-^r-r^^r- 



kH^ 



Les deux intégralei* en t, Tune de o a A + /i*, Tautre dc o a sn /, sont 
égales quelque rapprochc que lon supposc Å + /ii dc o ; autrement dit, 
rintégrale de Texpression en /, le long d'un chemin convenable, de A + /it 
a sni est nuUe quelque rapproché que A + Z** soit de o. Cela suppose 
que Ton ait A+/^i = 8nf, dans le voisinage de zéro, puis partout, de 
proche en proche, comme il est aise do le voir. 
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SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 

PAR 

IVAR PEEDHOLM 

å STOCKHOLM. 



Dans qucUiuos travaux * Abel s'cst occupc avec le probleme do do- 
terminer une fonction y{x) de maniére qu*elle satisfasse ä réquation fonc- 
tionnelle 

f{x^y) et ip{(c) otant des fonctions données. Abel a résolu quelques cas 
particulicrs de cette équation fonctionnelle dont il parait avoir reconnii 
le premier Timportance. Cest pour eela que je propose d appeler Téqua- 
tion fonctionnelle (a) une équation fonctionnelle abélienne. 

Dans cette note je ne m*occupe pas en premier lieu de Téquation 
abélienne mais de Téquation fonctionnelle 

W f («) + ff{<^,y)<f{y)'i'J = H^)^ 

o 

qni est ctroitement liée ä Téquation abélienne. 

En effet, si on introduit au lieu do fix^y) et (p{x)^ -^t{^' yV) ^^ -^ ^(^)> 
réquation (b) 8'écrit 

(c) Xip[x) +ff[x,y)ip{y)dy = ip{x\ 

o 

équation qui se transformc en Téquation (a) en posant A = o, Ainsi la 
solution de Téquation (a) peut étre considérée comme implicitement con- 
tenue dans la solution de Téquation (b). 

^ Magazin for Naturvidenskaberne; KristiaDia 1823 et Oeuvr^s com- 
plétes. 

4cUi wathetnatica, 27. Imprimé lo 30 mars 1903, 
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Quant a TcHiuation (b) elle me parait meriter rattention particuliere 
des f^éométres, car la plupart des problemas de la Physique mathématiciue 
qui conduisent a des équations diflférentielles linéaires se traduisent par des 
equations fonotionnelles de la forme (b) ou de la forme 

Pour le voir ou na qu'a rappeler le probleme de Dihichlet dans le 
cas ou Ton eherche a représenter le poteutiel inconnu par le potentiel de 
double couehe, des prol)lemes analos^ues de la théorie du magnétisme et de 
la théorie de rélastieit^*. 

Le premier essai de résoudre une équation (b) a éte fait par Neumann. 
En effet, la methode celebre de Neumann pour la resolution du probleme 
de Dihichlet consiste en lo développement de <r(a;) suivant les puissances 

croissantes du paramétre t . Mais le développement de Neumann, tout 

A 

en convergeant dans le cas du probleme de Dihichlet, ne peut pas con- 
verger dans le cas general. 

Dans un travail important ^ la métliode do Neumann a été appliciuce 
avec succés par M. Voltehha a Téquation fonctionnelle 

O 

Dans le méme travail AI. Voltekra a aussi mis en évidence le rapport 
intime entré Téquation (c) et Téquation abélienne 

ff{<i^,y)<p{y)^y = H^)- 

o 

L*équation que je me propose ä étudier dans le present travail com- 
prend comme cas particulier réquation de M. Voltehha, car en supposant, 
dans réquation (b), que f{x,y) soit nul pour y>Xy on obtient immédiate- 
ment Téquation (c). 

Dans ce qui suit la fonction fix , y) sera soumise a quelques restric- 
tions. Je suppose que f{x , y) soit telle que, a étant inférieur ä Tunitc, 
{x — yff{x , y) soit une fonction tinie et intégrable. Ainsi je ne vais 

^ Annali di Matematica, 1896. 
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pas traiter Téquation (b) dans toute sa généralité. Mais les restrictions 
que j*ai imposées a la fonction soiit justifiées par les ap|)lications de Téqua- 
tion (!)) a la Physiqiie mathématiqne auxquelles jo me reserve de reveiiir 
dans nn antre travail. 



S 1. f^ir la formation et les j^ropvlét^s du déterminant 
de Véquaton fonetionnelle fondamentale. 

I . Supposons que f{x , y) soit une fonction finie et intocfrablo soit 
par mpport a une seule ou par rapport aux deux variables reelles x et y 
qui, pour fixer les idées, seront supposées positives et moindres que Tunité. 

Dans ce oas il existe une quantité l)f qui joue par rapport a Tequa- 
tion fonetionnelle (b) le méine röle que joue le déterminant par rapport 
a un systéme d'équation linéaires. 

Pour définir l)f j*introduis la notation abrégée 



(O 



.'F| , iTj > • • • > ^n 



et je pose 

(2) 



/"K . yJ /"(^s . Vi) • • • A^i . .v») 
f{^n , y,) f{oC'« ,yi) ... fix, , »/,) 

Df = i +ff{x,x)dx + i^ / / f(l' ' ^')^^.''^» + • • • 



O 



1 1 

j O O 

2. Pour démontrer la légitimite de cette expression nous navons 
que mppeler un théoreme de M. Hadamard.' 

Le dit théoreme nous apprend que la valeur absolue d*un déterminant 
donné est au plus égale ä la racine carrée du terme principal dans le dé- 



^ Bulletin des scieuces mathématiqueH, 1893, p. 242. 
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terminant obtenu en multipliant le déterminant donné avec son détermi 
nant imaginaire cönjugué. 

Par conséquent, si F est la limite supcrieure de f[x , y) on a 



f 



Vy, , y» , • • • . y./ 1 ~ 



Ainsi Isi serie Df converge corame la serie entiére 



oo 



^11 






w-o l_. 



3. Il n'est pas sans intdrct de noter que la convergence s'amdliore 
si on suppose chez f{x , y) une certaine espéce de continuitc. 

En eflfet, supposons qu*il existe une limite supérieure A des valeurs 
du quotient 

f{^ 1 y) — f(^ > g) 
0/ - «)^ 

Alors on peut évidemment écrire 



f" •■''-)|<v/u 

\^1 • • • ^n/ I 



n )\< v/u» ^"K — x.Yix, — a;,)" . . . (a;._, — x,)' . 

Or, le premier membre ctant une fonetion symétrique des variables x^. . .x^ 
il sufTit évidemment pour en trouver le maximum de considérer eelles qui 
remplissent les conditions 

x^ ^ X^ ^ X^ ^ . . . ^ Xfi . 

Dans ce oas la valeur maxima du produit 
est égale a 



n" 



Par conséquent 



\-J J V.-.rJ I» 



Sur une classe d^équations fouctionuelles. 36Ö 

4. De la méme maniere qiie nous avons démontré la légitimité de 
Texpression de I)f on démontré celle des expressions suivantes que j*appelle 
les mineurs de Df, 

Je pose 

(3) ^^^.^^.•••.fA 

1 

V'?! . 57» . • • • . ?-/ J V'?! • • 57« , ^/ 

O 

1 1 

o o 

1 \ 

y = I— ^ ^ \7l • • • 7n > •*'i • • • »^y/ 



O 



5. Les mineurs satisfont ä des relations importantes que nous allons 
déduire maintenant. 

Développant le déterminant 



/ Cl ) Cj ) • • • > sTn ) ^1 • • • »*^y\ 

^^1 > ?3 J • • • ) 7» J •*'i • • • •*'v/ 



suivant les elements de la premiére ligne on trouve 



/ Cj ) sTq ) • • • ) Sn ) ^j • • • ^i»\ 

\7i > 7a > • • • > 7»» » ^1 • • • ^»'/ 

W^ v y fj • • • fn > ^1 • • • ^v\ ^/^ v -/ ^2 ) Cj • . • C» , ^1 . . . ^y\ 



+ ... 



- (- O' 



+ (- O' 



\7l • • • 7«-l ) ^1 . . . ^w/ 

\7l • • • 7«-l ) 7n • • • ^v/ 



V^l • • • 7n— l > ^M • • • ^v-l/ 
^c/a inatluinatica. 28. Iiupriiué le 3iJ luarM 1908. 47 
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Multiplions les deux inembres de cette identité par rfj?, . . . dx^ et in- 
tégrons entro les Hmites o et i, nous aurous la formule 

1 1 

^/ ^y \7i . . . ^n ) ^i • • • ^v/ 

o O 

1 1 

= n(,v,)f.-.ff(l'-l-l'-';y,-<iK 



O 



1 1 



O 



I I 

— V / ... I /"(Ci , T)fi ' » ' • ' ^» » 1 • ■ • ' v-i \^^^^^ ^^^_^ 

O O 

I , 

Multipliant ensuite par — et fjiisant la somme depuis v = o jusqu'a 

I— 

p = CO on arrive a la formule tres-importante 

(4) 4'' ■ ■ ■ ^") + fm . ^)i>fi ''''"' ^"V 






I • • • • 



Kn eommenrant par développer le détermiuant suivant les élémenis 
de la premiero eolonne on trouve de la méme maniere la formule 

1 
(5) J>,C' ■ ^")+ far , r;.)2>/^' ' '^ " ' '"Xh 

O 

= /-(c, . v.)I>rC' ■ ■ ■ ^'■) - ^'^« ' '?.)^^(^' ' ^» •••-)+.. . etc. 
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Dans lo ciis n = i ces deux formules devienncnt 

(4. ) I>fQ + Jn^ , T) />,( Jjr^r = / (c , 7) Dr, 

O 

1 

(5,) I^rQ + jf{r , ri)Dr{^^dr = f{^ , ^)i),. 

O 

6. Introdiiisant dans D^ au lieu de f{x , y), Åf{x , y) nous trouvons 
que Dif peut se développer suivant les puissances croissantes de Å dans une 
serie qui, a cause du lemme de M. Hadamard, converge pour toute valeur 
de A. Ainsi Dxf est une fonction entiére de A. 

En se rappelant les definitions de Df et de ses mineurs on trouve 
immédiatenient les relations 



(6) 



1 1 



o 



qui subsistent pour w = i , 2 , 3, etc. 

Ces relations nous permettent de parvenir a un resultat iniportant. 
En eflfet, Dj^^ étant une fonction enticre de Å cliaque racine do 1 oquation 



Dxr=o 



a nécessairement une multiplicité finie. 

Par conséquent, on ne peut pas trouver de valeur de Å pour laquelle 



Dxf et toutes ses dérivées soient nulles. 



En particulier si, pour A=i, Z);^^^ = 2>^ = o, on peut toujours trouver 
un premier mineur de 1>/^ qui n*est pas identiquement nul. 
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% 2. Sur une classe de transfotnnntionH foncfionnelles ef leur 

inveraioti. 

7. Considérons maintenant une équation fonctionnelle 

1 
(7) <p{^) + //> , s)ip[s)ds = <p[x\ 

o 

oii <f[X') est une fonction inconnue et ^{x) une fonction finie et intégrable. 
En considcrant Téquation (7) comme transformant la fonction y{x) 
en une nouvelle fonction ip{x) j'écris cette niéme équation 

(7) Sf(p{x) = ip{x), 

et je dis que la transformation Sf appartient ä la fonction f{x , y). 

Les transformations (7) förment une groupe, Kn effet, considérons une 
autre transformation Sg appartenant a la fonction g{x , y) qui remplit les 
mémes conditions d*intégrabilité etc. que f{x , y), 

Alors on trouve facilement quon peut poser 

oii 

1 

F{x , y) = g{x , y) + f{x , y) + f 9{x , t)f{t , y)dt. 

O 

Quant ii Tinversion de Téquation (7) deux cas sont possibles: Df est 
différent de zéro ou Df= o. 

8. Supposons dabord que le déterminant l)f soit dififérent de zéro 
et posons 

Alors on trouve ä cause de Téquation (5,) que F est identiquement nuUe. 
Par conséquent, Téquation identique 

S,Sf<p{x) = ^{x) 
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ayant liuii, S^ ost la transformation inversc de Sf, Ainsi, sil existe une 
solution de Tequation (7) elle est unique et donnce par Téquation 

.U'autre cote, introduisons dans lequation (7) au lieu de ^{x) Sg(p{x) 

nous obtenons 

S^ip[x) = SfS,ip{x) = S,ip[x) 

ou F, a eause de Téquation (4,) est encore égale a zcro. 
Par conséquent, nous pouvons énoncer le théorfcme: 

Si le lUterminant Df d'une équation fonctionneUe de la forme 

1 

f^(^) +ff{^ y s)f){s)ds = ip{x), 
o 

OU f(x,s) et ip[x) sont des fonctions finies et intégrables^ est différent de 
zérOy il existe une et une seule fonctum if{x) satis faisant ä cette équation. 
Gette fonction est donnée par r équation: 




ip{x) = ip{x)— I —^ip{y)dy 



9. Considérons maintenant le oas ou Df est nul. 
Nous avons vu, dans ce oas, qu'il existe un premier mineur de Df qui 
n^est pas identiquement nul. 
Soit 

\^1 • • • ^»/ 

ce mineur. Parce que les mineurs d*ordre inférieur sont nuls, la formule 

(4) 8'écrit 

1 
^ /c, . . . f.\ r / r , c. . . . i.\ ^ ^ 
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C est a (lire 

est une solution de Téquation homogéne 

(7') f(«) + //"(^ . y)<piy)^y = °- 

o 

Four en trouver toutes les solutions, dcsignons par Sf la transforina- 
tion aj)pai'tenant a /* et soit ^ une solution de Téquation 

Sf(p{x) = o. 

A])ellons S,j la transformation pseudo-lnverse de S^, si 



\?i • • • W 

les paramétres c , y] ctant choisis de maniére que le dénominateur soit 
différent de zéro, ce qui, par hypothése, est toujours possible. 

Alors 

S^Sfip[x) = Sj,ip{x) = o, 

oii 

V{x , y) = f{x , y) + 9{x , y) + f g{x , r)t\r,y)ih. 

O 

Or a cause de Téquation (5) on a 

(9) V{^ , y) 

V^i • • • V'/J 

ou bi«n, eu cmployant une notation abrégée 



n 



(10) F{x , y) = - Tf{^, , y)0,(x). 



v-1 
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Or, y{x) satisfait a rdquation 

S^^{x) = o, 
par consdquent on a 

1 N I 

(I i) ^{x) = —fF{x , y)<p{y)dy = ^^ <^Å^)ff{?, , y)f (?/)# 

O v»l O 

n 

= YA, 0Jx). 

On vorifie immodiatement que cette expression satisfait a Téquation 

%(rr) = o 

quelles que soient les coeflficients A^, 

Les n fonctions 0^ , , , 0^ sont linéairement indépendant^s, car la for- 
mule (4) nous apprend que 

i v .v f o si A =t= o, 

fn5,,x)0,{x)dx^\ . 

o I I SI / = /£. 

Cela pose, riiypothése qu'il exist« une relation linéaire entré les fonotions 

0, soit 

a,0, + ... + «„^„ = o, 

couduit a la contradiction 



1 

/ 



^(^J{$y , x) . Sa^ 0^{x)dx = Hal = o. 



y-l y-l 



Ainsi, non seulement les fonctions 0^ mais encore les fonctions f{^^ , x) 
sont linéairement indépendantes. 

Nous pouvons résumer les resultats obtenus en énon^^ant le théoréme : 

La condition nrcessaire ef sufflsante potir quil exisfe une solntion diffe- 

renfe de zéro de réquation 

8ff[x) = o 

c est qtie Df = o. Si n est Vordre du premier mineur de Df qui soit diffé- 
rent de zéro^ Véquation donnée posséde n sohitions linéairement indépendantes. 
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Cherchons laaintenant les conditions de Texistence d'une solution de 
réquation 

dans rhypothése que D^ = o et les mineurs d^ordre inférieur a n soient nuls. 
D'abord il faut démontrer une formule. Parce que la fonction 



a(a?) 



/ o; , a, . . . aA 



satisfait a Téquation 

Sfa{x) = o, 

ol{x) est une fonction linéaire des fonctions (P^(rc). En se rappelant que 
(i{x) satisfait aussi å Téquation 

Spa{x) = o 
ou bien a Téquation 

a{x) = — f Fix , y)a{y)dy 



O 



on obtient immédiatement pour a(x) Texpression 

(12) «(^) = -i:«(^,)<P.(rr). 

Procédant d'une maniére analogue avee la fonction 



^<^'=<:,:::::::) 



on parvieut a Texpression 



N 



(13) /9(a;) = -Zy9(7,)n(.iO, 



v . V 



OU nous avons pose pour abréger 



JJ /vi I f t • • • f«\ 

i/r /^\ Vig , y, . . . y,/ 

\7, . . . 7n/ 
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et ainsi de suite. On voit que ces n fonctions V sont linéairement in- 
dépendantes. 

Eevenons maintenant å Téquation proposée et intégrons-la apres Tavoir 
multipliée par 

nous trouvons 



i 1 



,Aw<;' ::.;;:>+//^<"^<'^-"<;' i::::i:>* 



o o 



=.A<<; :••.::>■ 



Or, ä cause de Téquation (4) on trouve que le premier membre est 
nul quelle que soit la fonction ^{x). 

Par eonséquent <p[x) doit satisfaire ä réquation 

1 



o 



quels que soient les paramétres a et ft. Le nonibre de conditions parait 

étre infini, raais ä cause de Téquation (13) le nombre se réduit ä w a savoir 

les n équations 

1 

(15') /^(^) ^\{^)dX = o. (..i...n) 

O 

Supposons ces conditions vérifiées et cherchons s'il existe. dans ce cas, une 
solution de Téquation (7). 

Appliquons pour ce but la transformation Sg aux deux membres de 
réquation (7) nous aurons 

S,8fip{x) = S,ip{x) = 8gi!,[x\ 

Or, 

fl 

Acia mathåmatiea. 27. Imprimé Ic :k) iiiarR 1003. 4y< 
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Ainsi 



f(^) - ^^{^) + ^A^Å^y 



v=l 



Cherchons maintenant si la valeur trouvée satisfait a Téquation (7). 
Pour cela il suflfit de voir si ^{(c) = S^(fr{x) satisfait a Téquation (7) car 
Tautre terme est une solution de requation homogéne et peut étre rejéte. 
On a 

%(rr) = Sf8^ip{x) = Sa(p{x) 

oii ä cause de requation (4) et de la definition des fonctions ¥^ on a 



Par conséquent on trouve å cause de Téquation (15) 



fG{T,y)<p{ff)(iy = o 



(» 



et par suite 

8o^{x) = ^{x) 

et 

S^p{x) = ip[x). 

Ainsi les conditions nécessaires et suff isantes pour que Téquation 

Sfip[x) = <p{x) 

ait une solution s'expriment par les n équations (15). 

10. Le systéme d^équations 
(16) ^,{x) + fin^ix , y)f,{y)dy = ip,{x) 



(Ä=>l...i») 



peut otro rameno a une seule équation du tvpe pr($fédont. 
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Pour le montrer, définissons une fonction F(x , ;/) pour des valeurs 
entré o et w par les n^ conditions 

^(^,y) = /iv(^ — A+ I ,y — y+ i), pour o< <i 

y — y + 1 

et une fonction W par les n conditions 

^^\x) = ipx{x — X + i), pour o<x — A + I < I . 
Si alors le déterminant de Téquation 

(17) ^{x) +fF{x,y)0{y)dy= ¥{x) 

O 

ost différent de zéro on en obtient une solution 0{x) et une seule. Dé- 
finissant ensuite les fonctions ^x{^) P^-r les conditions 

0{x) = ^^{x — A + i), pour o<a; — A+ i < i 

on voit que ces fonctions satisfont au system e proposé. 

On voit aussi que c'est la seule solution qui puisse satisfaire au systeme 
donné car autrement il en résulterait une autre fonction 0{x) satisfaisant 
ä Téquation (17), ce qui n'est pas possible. 



§ 3. Sur la 2>reniiére variation du détertninant Df. 

11. Calculons d'abord la premiére variation de 

/oj, . . . x\ 
\Xi . . . x^J 

Si nous désignons par la notation 

rCj , rCj . . . (oJa) . . . x^ 
la suite des valeurs x^ ^ x^ , , ,x^ ä Texception de Xx , nous pouvons ccrire 

„y(^' ■■•"'•)= y(_ .rvf- -ff ""K" -')• 

\^1 • • • Xf,/ ^mä \X, , , . (XJ . . . X„/ 

X/A 
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Multiplions les deux membres par dx^ . . . dx^ et intégrons entré les limites 
o et I. En observant que la notation des variables est indififérente nous 
aurons évidemment 



1 1 

^ I ' ' ' I f\ ^ " l^^^i • • • ^^, 



1 1 






1 1 



— n{n — ')/••/ M ' ^ ' ' " 2 \åf[x , y)dxdydxi . . . dx^_2. 

o o 

Multipliant par — et faisant la somme depuis » = i jusqu a co nous 
obtenons 



1 1 



dj)f = ji)fdf{x , x)dx —il ^fi^^^f^^ ' y)^^^y 



o o 

OU 

1 1 







tv 

O o 



On a évidemment 



o 
Par conscquent on peut aussi écrire 

( 1 8) 0^ log Df = f [S;r' dfix , y)],„, dx . 
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En introduisant pour la transformation 



f(^) + ffi2f,x)<p{y)dy 



la notation 



Tf 



on obtient une autre expression de la variation logarithmique de Bf a savoir 
( 1 8 bis) d log Df = f [Ty' df{x , y)\.,dx . 



§ 4. Xe théotéme de niultiplication, 

12. Pour arriver au théoréme de multiplication considérons deux 

transformations 

1 

Sf^{x) = ^{x) + ff{x , y)ip{y)dy, 

O 
1 

8^ip[x) = ip{x) + /^(a; , y)ip[y)dy. 

o 

Posons le produit de ces deux transformations 

SfS^ = 8^ 
nous aurons 

■^^C» , y) = /"(a; , tj) + 9{x , y) + Jf{x , t)g{t , y)dt. 
Considérant de méme les transformations 



1 
Tf>p{;x) = <p{x) + J/-(j/ , x)(p{y)dy, 

O 
• 1 

i;jp(a;) = ip{x) + /<7(y , x)ip{y)dy 



nous aurons 



^i^^A — ^<7 
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011 

ö(a; ,y)-=f(if,x) + <j{y,x)-Jt- ff{ti , t)g{t , x)dt = F(y , x). 

O 

Nous avons trouvé 

d\o^I),. = fdF{x,x)dx— I I —^dF{x,y)dxdij 



o o 



formule qui peut s*écrire aussi (i8) 



(19) d log D, = / [{SfSy dF{x , y)l., dx 



ou encore 



(20) d log D^ = / [(T, T,)-' <?^'(a; . y)l_^dx . 



O 

Or 



dF{x , y) = oy(a; ,y) + dg[x,y) + J{f{x , t) dy {t ,y)+y{t, y)åfix , t)]dt 

O 

= T,df{x,y) + Sfd9{x,y), 
par conséquent en introduisant cette expression dans (19) et (20) on trouve 

d\o^D, = f[{TJf)-'T,df{x,y) + {SfS.r Sfdg{^ , y)-\,^^dx 

O 

= f[Tfdf{x , y) + S-'dg{x , y)-\,^,dx 

O 

ou 

d log D^, = <? log Z>^ + d log I>, . 

11 s'cnsuit quc 

log Dp — log Df — log D, 
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ne dépend point des f onctions f et g, Alors, parce que pour /* = ^ = o 
on a Df. = D^ = D^ = i , on arrive au théoréme 

(21) D.^DfD,. 



§ 5. I>éveloi>pements divers. 



13. Nous avons vu que la fonction 



"'0 



satisfait å Téquation 



(4.) F(f,'?)+/Af.^)^(7.^)rf< = /^(^'y)- 

o 

Cherchons un développement de la fonction f^{$ ,yj) de la f orrae 

(22) f (^, 7) = f^i(f , ^) — f^,(e, rj) + J^8(c, 7) + • • • 

oii f^„(c,7) soit de dimension n par rapport ä f. 

Introduisant cette serie dans Téquation (4,) on trouve, en égalant 
a zéro la sorarae des termes de la méme dimension par rapport a /", les 
équations 



1. 



d'ofi il vient 



4 I 

O o 

Le développement ainsi trouvé converf^e pourvu que la limite supérieure 
de f soit assez petite. 

Eappelons maintenant la formule (6) que nous pouvons écrire pour 
n = I 

dlogDxf r^,^ £v,^ 

o 
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nous aurons, en introduisant pour f(c,c) Texpression (22), la formule 

1 i 



Å 

o o 



log Dj,f = Åff{x , x^dx — - fff{x , y)f{}i , x)dxdy + etc. 



n»l O O 



ou bien, si la serie dans le second membre converge pour A = i 

nal o O 



S B. X« C€iÄ o// /"(« , y) devient inftni de telle nianiPre qne 

(x — y)''/'(« , y) reste fint. 

14. Soit f{Xjy) une fonction finie et intégrable, i{Xyy) une fonction 
telle que {x — yTii^fV) soit fini et intégrable. Supposons que D^ soit 
nul ainsi que ses mineurs jusqu'ä Tordre w. Soit de plus 

on a évidemment 

n 

(23) Si^i{x)=Tpj,^0^{x), (»-) .) 

0^{x) . . . 0n{x) étant les n solutions linéairement indépendantes de Téquation 

Sf^[x) = o. 

Soit 

1 

Tf<f{x) = <p{x) + ff{il,x)<p{y)dy 

O 

nous aurons 



M 



(24) l\W,{x) =^ Tq^¥,{x) a=, ) 

W^ix) . . . fnix) étant les n solutions linéairement indépendantes de Téquation 

Tf9''{x) = o. 
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Je dis que le déterminant des coefPicients p^^ est egal ä celui des coefifi- 
cients gxf^. 

Je le démontre en supposant que le déterminant des quantités 

soit différent de zéro, un simple raisonnement par continuité permettant 
évidemment d'étendre la proposition au oas oti le déterminant est nul. 
Observant qu'on a identiquement 

1 1 

o o 

on obtient en tenant compte des équations (23) et (24) 

H fl 

v-»l w—l 

d'oii résulte immédiatement le resultat cherché. 

15. Désignons par i{x^y) une fonction å laquelle appartient la 

transformation S^, Nous allons chercher les conditions dans lesquelles il 

existe une transformation inverse de Si en supposant que i{x^y) devient 

infini de telle maniére que {x — yYi{x , y) reste fini, a étant un nombre in- 

férieur ä Tunité. 

Posons 

1 1 

%,{x ,y) = f... fi{x yt,)i{t, ,<,)... i{K^, , y)dt, . . . dt,_^ 

o u 

et 

k{x , y) = — i{x , y) + t,(a; , y) — . . . + (— i)"-'e;_,(a; , y) 

nous aurons 

oh 

fix,y)=={-iY-H,{x,y). 

Si on a choisi n tel que 

n > 



I — a 

iJXjy) ne devient plus infini. 

Aeta mathematiea. 27. Imprimé le 3 ayril 1903. 49 
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Pour le démontrer observons qu'on peut écrire 



(=5) / rr-,T#, .. < ,.^:if 




I* — <|"M-yP l«-y|"-^^-' 



o 



oil y^(a,/9) est une fonction finie tant que 

o<a<i , o<^<i , a+^<i. 

L^inégalité (25) se démontre facilement en faisant dans Tintégrale le change- 

ment de variable 

t = X + (?/ — x)s. 

L*application répétée de Tinégalit^ (25) par rapport a Tinégalité 



\ii^^y)\<\-^~-f 



conduit facilement au resultat que 



h;(^,y)|<j-_J^|.^:H 



tant que 

ua — y + I < o 

c*est å dire tant que 





I 

• y < . 

I — a 


• • 


l 


- — I < n — I < - 


I 



Soit 

I — a I — a 

nous aurons 



1 

I. / X I I An— 1 OL . dt 



(t 



De cette inégalité il vient qu*il existe une limite supérieure finie pour 
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1 6. Les resultats ainsi obtenus sétendent présque immédiatement å 
des transfonnations plus générales 



1 1 



Siff{x, . . . irj = ^{xi . . . X,) + f. . .fi{Xi . . . re. ; yi . . .y.)fp(y, . . .yjrfy, . . . t/y. 



u 



en admettant que t(a?i , . . a;„ ; yj . . . y„) devient infini de maniére que 

^•^.i(a:, ..,y, ...) 

reste fini, a étant un nombre convenableraent choisi, inférieur a w, et r la 
distance des points dont les coordonnées cartésiennes sont cCi,..x^ et yi...y^ 
respeetivement. 

On a en effet 

on 

r > i/n nirr, — yJ*. 

Par conséquent il existe un nombre a tel que 



Ml<'- 



a 



w«=l 

Nous définissons de la méme maniére qu*auparavant les fonctions t^, 
c 'est ä dire nous posons 

1 1 

ly(Xi . . . X„) = J ' J *^^^ . . . 3?!, ; 'i . . . *n) t>,_i (m • • • *n)^h • • • ^^n • 

O o 

Par un raisonnement analogue ä celui employé dans le oas précédent nous 
arrivons a Tinégalité 



\h{^i''00^,yi'"yn)\ < 



a, 



{n\x,-y,\} 



n 



et de eette inégalité nous tirons le resultat que ij^ ne devient infini si 

. I 
X > •. 

a 
I 

n 
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17. Pour montrer comment ces resultats s'appliquent å la resolution 

d'une équation 

Si^{x) = <p[x) 

je me restreins, pour abréger Técriture, au cas oti i ne dépend que de deux 
variables. 

Appliquant aux deux membres de Téquation proposée la transforma- 
tion 5^, nous aurons 

S,S,<p{x) = 6Xrc) = S,,p{x). 

Ici f et Si^{x) son t des fonctions finies et évidemment aussi inte- 
grables. Par suite nous pouvons appliquer ä Téquation 

(26) Sf^ix) = S,4>{x) 

les procédés exposés dans le paragraphe 2. 

Supposons, pour nous placer dans Thypothése la plus générale, que 
Df soit nul ainsi que ses mineurs jusquä Tordre n et employons les no- 
tations du § 2. 

Nous avons en appliquant aux deux membres de Téquation (7) la 
transformation pseudo-inverse de S^ 

S^Sfip{x) = S,<p{x)= S^S,ip[x) 

ou 

n 

<p{x) = S,S,ip{x) + Tc^0X^). 

S'il existe une solution de Téquation proposée on peut déterminer les 
coefficients c^ de maniére que S^iflx) soit égale a <l^{x). 

18. Parmi les cas o\x cette détermination est possible il y a un qui 
me parait meriter Tattention. Cest le cas oti Téquation 

Si<p{x) = o 
n'admet que la solution 

Nous avons évidemment 
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Par consequent 

K 



n^X-'^ ^ 



o\x le déterminant des coefficients p^^ est différent de zéro, les fonctions 
0^ étant linéairement indépendantes et Téquation 

Si(p{x) = o 

n^admettant que la solution ^{x) = o. 

Le déterminant des p^^ n^étant pas nul le déterminant des qxf^ est 
aussi différent de zéro. Il s'ensuit que Téquation 

n'admet que la solution f{x) = o et que l'on a 



(27) r 

Cela pose, mettant 

nous aurons 

Sf^,{x) = SfS,S,^{x) = S„S,ip{x) 

= S,^{x)—J2f{^,V>)fM^)S.4>(^)dx. 

v-1 O 

Or on a identiquement 

1 1 

f^^{x)Sji^{x)dx = C ^{x)Tt^^{x)dx = o. 

o o 

Par suite 

Sf9^oi^)—S,<p{x) = o 

ou 

S,{S,p,{x)-ip{x)) = o 
d'ou on conclut 

n 

Si^x) = ip{x) + Ta,0,{x) 
les a„ étant des nombres connus. 



(A-l n) 
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Posant maintenant 



on obtient 

n n n 

Or, le déterminant des coefficients px^ ii'étant pas nul on peut évidem- 
ment déterminer les c^ de maniére que Ton ait 

Sif{x) = (p{x). 

C. Q. F. D. 
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Fac-similé d'une lettre d'AbeL 

Nous publions ici en fac-similé la demiére page d'uii manuscrit d^AfiEL 
composé de quatre pages et contenant le mémoire: Notes sur qtcelqties for- 
mules élliptiques (voir Crelle, t. 4, p. 85 — 93, Holmboe, t. i, p. 299 — 308, 
Sylow et Lie, t. i, p. 466 — 477). 

La lettre est absolument inédite. Les annotations d'iine écriture qui 
ii'est pas celle d'ABEL sont de la main de Crelle. 

Le manuscrit de méme que celui que nous avons publié au tome 26 
de ce journal fait partie de la collection Manzoni. Dans le catalogue de 
vente, il porte le numéro 3 et il y est indiqué qu*il a appartenu ä la 
collection Libri. La date 25 septembre 1828 a été supprimée par Crelle. 
Ija raison a dil en étre que le § i du second mémoire Recherches sur les 
fonclions élliptiques, publié sous le titre Théorémes sur les fonctions éllip- 
tiques et portant la date 27 aoftt 1828, n'a paru que dans le cahier qui 
suit celui ou ont paru les Notes, La lettre semble d'un tres grand intérét 
en raison de ses indications sur les demiers mois de la vie d'ABEL. 
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L^évolutioii (le la MécaiiUiue. 

Sous ce titre, M. P. Duhem, professeur de Phvsique théorique a la 
Faculté des Sciences de Bordeaux, publie, dans la Revue ffénérale des Sci- 
eficeSy une serie d 'artides fort remarquablcs, ou il ctudie successivenient: 
I. Jjt>8 divei^ses sortes d *oxplications mecanicpies; 
II. JjJi mecanique analytique; 

IIJ. Les théories mécaniques de la Chaleur et de T Electricité ; 
I\'. Le retour h rAtoniisme et au Oartésianisme 
V. Les fondements de la Thermodynamique; 
VI. La staticjue j^nérale et la dynamique jOfénérale; 
Vn. Les bnmches aberrantes de la Thennodynaniique. 
Tous ceux quMntercsse le niouvement des idées dans ce doniaine de 
la philosophie uaturclle liront avec intérét et avec fruit l(»s substantielles 
et prolbndes études de M. P. Dithkm. 
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